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PREFACIO 


sta obra ha sido pensada y escrita especialmente para ti con la finalidad de ir mode- 

lando el aprendizaje en el área de las Matemáticas. En este punto habrás cursado 

ya la materia de Algebra, con la que iniciaste la aventura en el desarrollo del pen- 
samiento sistemático, el razonamiento analítico y el deductivo. 


Es por ello que la Subsecretaría de Educación Media Superior ha conformado, para 
consolidar tu formación, un programa que comprende los siguientes aspectos principales 
como horizontes de búsqueda de nuevos conocimientos: definiciones básicas sobre as- 
pectos de Geometría Euclidiana, clasificación de ángulos, triángulos, polígonos, círculo y 
circunferencia, trigonometría analítica. 


Los objetivos de esta disciplina de Geometría y Trigonometría son: atender, entender, 
juzgar y valorar las herramientas que permitan lograr conocimientos para la resolución de 
problemas y podrás, al concluir el curso, entre otras cosas, conocer y hacer uso del teorema 
de Pitágoras, obtener perímetro y área de la circunferencia, conocer y manejar eficiente- 
mente las funciones trigonométricas para ángulos, las recíprocas e inversas, así como el 


adecuado manejo de las leyes de senos y cosenos en la resolución de ejercicios prácticos. 


Con la intención de convertir la experiencia de enseñanza-aprendizaje en un proceso 
atento, inteligente, crítico y libre-responsable, nos hemos dado a la tarea de generar una 
secuencia didáctica de actividades tales que eficienticen el proceso educativo y las activi- 
dades en el aula. Por ello, la organización de este libro se ha definido con el propósito 
de crear un ambiente amigable que te irá llevando de la mano al plantear por unidad 
el objetivo de la misma, la reseña histórica, una evaluación diagnóstica, el desarrollo de 
los temas con los ejercicios relativos a los contenidos vistos y para concluir; la evaluación 
final, donde podrás observar el grado de aprendizaje obtenido una vez estudiados los 
temas. 


Para finalizar, recuerda que este libro ha sido diseñado especialmente para ti, y en esa 
intención te invitamos a que lo disfrutes plenamente, vivas la experiencia de integrar en 
tu crecimiento intelectual nuevos conceptos y habilidades en el área de las Matemáticas y 
nos hagas llegar tus comentarios y sugerencias. 


Los autores 
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l origen de la geometría forma sus con- 
ceptos más antiguos como consecuen- 
cia de las actividades propias del ser 

humano y cristalizó formas geométricas a 

partir de la observación de la naturaleza. 


El griego Eudemo de Rodas, atribuyó a los 
egipcios el descubrimiento de la geometría, 
ya que, según él, necesitaban medir con- 
tinuamente sus tierras debido a las inunda- 


ciones del rio Nilo que borraban constan-. 


temente sus fronteras. Precisamente, la pa- 
labra geometría significa medida de la tie- 
rra. 


Los egipcios se centraron principalmente 
en el cálculo de áreas y volúmenes, en- 
contraron, por ejemplo, una aproximación 
del área del círculo. Sin embargo el 
desarrollo geométrico que establecieron 
adolece de teoremas y demostraciones for- 
males. También encontramos rudimentos 
de trigonometria y nociones básicas de se- 
mejanza de triángulos. 

La evidencia del desarrollo de las 
matemáticas en Egipto, se encuentra en dos 
papiros importantes: El papiro Golenischevse 
que se conserva en Moscú. 


Y el papiro Rhind o de Ahmes que se haya en 
el British Museum. 


i 


Se tiene también nociones geométricas er 
la civilización mesopotámica, constituyen: 
do los problemas de medida el eje central er 
este campo: área del cuadrado, del círculo 
volúmenes de determinados cuerpos, seme 
janza de figuras, e incluso se afirma que est: 
civilización conocía el teorema de Pitágoras 
aplicado a problemas particulares, aunque 
no, como principio general. 

No se puede afirmar que la geometría fuese 
el punto fuerte de las culturas china e india 
se limitaron principalmente a la resoluciór 
de problemas sobre distancias y semejanzas 
de cuerpos. Se ha encontrado también que 
estas dos civilizaciones llegaron a enuncia: 
dos de algunos casos particulares del teore 
ma de Pitágoras, e incluso que desarrollaror 


“algunas ideas sobre la demostración de este 


teorema. 

En la cultura helénica jugó un papel impor 
tante los problemas prácticos relacionados: 
con las necesidades de cálculos aritméticos 
mediciones y construcciones geométricas 
Desarrollaron una rama independiente de 
las matemáticas llamada ”logística”. 

A la logística fueron atribuidas: las opera 
ciones con números enteros, la extracciór 
numérica de raíces, cálculo con fracciones 
resolución numérica de problemas que con: 
ducen a ecuaciones de 1er y 2° grado, prob- 
lemas prácticos de cálculo y constructivo: 
de la arquitectura, geometría, agrimensura 
etc.. 


tdd 


1. Definiciones fundamentales y triángulo 


¿Cómo iniciamos? 


Resuelve los siguientes ejercicios y entrega a tu profesor. 


¿Cuál de los siguientes es un número impar? 
(a) 14+1 (b) 5*+3 (0 11*+7 
(d) 3432, (e) 74+5 


Si dos números distintos de cero zx, y son tales que su producto es dos veces su 
suma. ¿Cuál de las igualdades siguientes es correcta? 


LL ~ 2g 1 T 
a, w7 aooo oo 
(d) ~n (e) 2 

a 2 


(E) Las casas en una calle están igualmente espaciadas para que cada casa esté direc- 
tamente opuesta a otra casa. Las casas de un lado de la calle son numeradas con 
1,2,3,4... sucesivamente, mientras en el lado opuesto continúan numerándose en 
orden ontario Si la casa 38 es opuesta a la casa 63. ¿Cuántas casas hay en la calle? 


(a) 98 (b) 102 (c) 106 
(d) 100 (e) 104 


4. | El promedio de z y 7x es 16. ¿Cuál es el valor de 3x? 


(a) 10 (b) 12 (c) 14 
(d) 11 (e) 13 


¿Cuál es la suma de los inversos multiplicativos de los números 1, 3, 6, 10,15 y 21? 


(a) 10 (b) 56 O 
(d) 2 (e) $ 


Si realizas el producto de todos los números impares comprendidos entre 1 y 2008. 
¿Cuál es la cifra de las unidades del resultado obtenido? 


(a) 1 (b) 5 (c) 9 
(d) 3 (e) 7 


Admite que D(x) significa ser madre de x, y que O(D(x)) es abreviado simplemente 
como 0*(x). ¿Cuál es la relación de Fernanda a Lupita si: 


(Fernanda) = (Lupita) 
DO(Fernanda) 4 Lupita 


(a) Sobrina (b) Hija (c) Prima 
(d) Tía (e) Madre | 


¿Cuál de los siguientes números es mayor?. 


(a) 22 (b) 8H (c) 366 
(d) 41 (e) 168 


v 2008 


¿Qué tipo de número es ę 2008 - ? 


(a) Un número irracional 

(d) Una potencia quinta perfecta . 
(b) Una potencia cuarta perfecta 
(e) Un número impar 


(c) Un cubo perfecto 


=> 
10.  Sidivides el polinomio z? — 2 entre el polinomio z? — 2, el residuo que obtienes es: 


(a) 2 (b) -2x — 2 (0) 2x7 -2 
(d) —2 le) 22+2 
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LL. 
os a tu alrededor y analiza la forma de los da que te rodean, discute tus conclusiones con . 
tus compañeros de clase. E 


Sí, en efecto, todo los que nos rodea son cuerpos geométricos: el salón, pizarrón, bote de 
basura, e el ale de tus lapiceros, tu profesor, tu compañero, etc. 


A partir de tus observaciones, se pueden construir términos indefinidos gue surgen del 
mundo que te rodea y en base a éstos términos, surgen definiciones que se utilizan para 
describir a otras figuras geométricas. A través del razonamiento inductivo se descubren 
sus propiedades y se comprueban empleando un razonamiento deductivo. 


El razonamiento deductivo se basa en los postulados y teoremas, los primeros, son hechos 
ac 


que no requieren demostrarse y lo segundo son afirmaciones que requieren demostración 
a través de un proceso lógico. 


6 
— ee + + + ++ o 


Si usas tu lapíz y dibujas en tu cuaderno una marca que sea la más pequeña , el resultado 
es lo que llamaremos punto. 


Se designa al punto conceptual por medio de una letra mayúscula junto al punto dibujado. 
Observa la figura 1.1 


>» 


Figura 1.1: Punto A 


Otro elemento importante es la línea, que siempre utilizas al dibujar tu firma, al escribir 
estas letras del texto o las que tu profesor ocupa al dar su clase. 


Observa la figura 1.2 


Figura 1.2: Línea 


Si observas la arista de un cubo y la prolongas indefinidamente, obtendrás una línea recta. 
Si dibujas con tu lápiz una línea que nunca cambie de dirección, obtendrás también una 
línea recta. 


1. Definiciones fundamentales y triángulo 
Una línea recta se denota con letras mayúsculas en dos puntos cualesquiera sobre ella. El 


símbolo AB representa a la línea recta que pasa por los puntos A y B. Observa la figura 


13 
A a a a 
A B 


Figura 1.3: Línea recta 


Las hojas y el lomo de este libro, el pizarrón de tu salón, la pantalla de tu celular son 


objetos geometricos llamados planos. 


En la figura 1.4, ACFE es un trozo de un plano. 


Figura 1.4: Plano 


Todos los objetos geométricos expuestos anteriormente, están contenidos en un espacio, 
de hecho también lo están tus compañeros y tu. Podemos escribir el siguiente término 


indefinido. 


A partir de estos términos indefinidos podemos escribir o definir otros objetos geométri- 


cos como rayo o semirecta y segmento. 


i 


DEFINICIÓN 1.1. Si sobre una recta se señala un punto A, se le Ilama semi 


dirol! 
o rayo al conjunto de puntos formado por A y todos los que le sigan. 


¡ES 


Con el símbolo AB, denotamos a la semirecta que comienza en A y pasa por B. Observa 
la figura 1.5 


Figura 1.5: Rayo o semirecta 


m 


Hi 


DEFINICIÓN 1.2. Si sobre una recta se señalan dos puntos A y B , se le llama 
segmento de recta al conjunto de puntos situados entre A y B, incluyendo el origen A y el extremo 
B. 


Con el símbolo AB, denotamos al segmento que comienza en A y termina en B. Observa 
la figura 1.6 


e 
A B 


Figura 1.6: Segmento 


Para medir la exténsión de un segmento usaremos las unidades convencionales de longi- 
tud. 


Imagina que usas una regla y dibujas dos segmentos de longitud 10cm en diferentes posi- 
ciones. Al recortar uno de éstos segmentos y superponerlo con el otro coincidirán en todos 
sus puntos, estos segmentos se les llama congruentes. 


DEFINICIÓN 1.3. Dos segmentos de recta son congruentes cuando coinciden 
por superposición directa o indirecta, es decir sí tienen la misma medida. 


Con el símbolo AB = CD, denotaremos la congruencia entre el segmento AB con el 
segmento CD. 


e 
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De nuestra experiencia previa, un cuadrado tiene los cuatro lados iguales, es decir sus 
lados son congruentes. En la figura 1.7 se cumple: 


AB = BO = DCAD 


D G 


Á B 
Figura 1.7: Cuadrado 


Al resolver problemas de geometría, es importante dibujar marcas a los segmentos con- 
gruentes ya que esto te permitirá tener una mejor idea de las posibles relaciones entre 
segmentos. 


Dibuja marcas a los segmentos congruentes de la figura 1.8, si se tiene la información 
siguiente: 


daa 
es] Bo 
eae 

w 
aa 
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F 


Figura 1.8: Ejemplo 1.2 


Usando la información dada, las mar 
figura 1.9. 


cas en los segmentos congruentes se muestran en la 


F 
Figura 1.9: Marcas en segmentos congruentes 


Otras definiciones importantes son las 


que se refieren a las líneas rectas y su posible posi- 
ción relativa entre ellas. 


Con el símbolo AB LCD denotamos al hecho de 
CD. Observa la figura 1.10. 


que la recta AB es paralela a la recta 


c 


e 


Figura 1.10: Líneas paralelas 
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= Fue — 
Con el símbolo AB 1 CD denotamos al hecho de que la recta AB es perpendicular a la 
secta CD. Observa la figura 1.11. 


Figura 1.11: Líneas perpendiculares 


> — —_— 
æn el símbolo AB N CD denotamos al hecho de que la recta AB es oblicua a la recta 


DD. Observa la figura 1.12. 


o punto lla 


12 


Para denotar al ángulo de la figura 1.13, podemos usar: 


B 
ea 
Á c 


Figura 1.13: Ángulo 


(a) Notación de tres letras: Se usan tres letras, la letra central es la letra del vértice, la letra 
inicial es la letra de referencia del rayo inicial y la letra final es la letra de referencia 
de la posición final de rayo, para el caso de la figura se escribe así: 


¿CAB 


(b) Notación de una letra: Se utiliza la letra del vértice del ángulo, para la figura, se 
escribe así: 
ZA 


(c) Notación de una letra griega: Se escribe en el interior del ángulo una letra que por lo 
regular es una letra griega: 
¿GAB= 2 =0 


Es importante aclarar que el uso de estas notaciones depende básicamente de la figura 
que estemos analizando. 


Usa la información siguiente y escribe en la figura 1.14 las letras donde correspondan. 


LZLAED = QQ 
LAB ==> 8 
LZLACB = w 


T 
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Figura 1.14: Ejemplo 1.3 


En la figura 1.15 están escritas las letras en los ángulos correctos. 


é 
Figura 1.15: Asignación de letras a los ángulos del ejemplo 1.3 


La unidad de medición más usada para ángulos es el grado, que se define como sigue. 


DEFINICIÓN 1.4. Un grado es la magnitud de un ángulo cuyo vértice está en 

¡antro de un círculo y cuyos lados intersectan un arco igual a + de la circunferencia. Un grado 
puede dividir en 60 partes iguales, cada una de las cuales se llama minuto, éste a su vez se puede 
subir en 60 partes iguales, cada una es llamada segundo. 


“Lsaremos los símbolos °, * y “ para designar a los grados, minutos y segundos. Co- 
mo consecuencia de la definición de grado, minuto y segundo, se deducen las siguientes 


1? = 60 
de == 60” 
1% = 3600” 


14 


Si en la figura 1.16, el arco CD es zi de la circunferencia, ZCAD es de 1°. 


Figura 1.16: 4CAD = 1" 


[i 
artt ; ; 
matt” DEFINICIÓN 1.5. Decimos que dos ángulos son congruentes cuando tienen la 


misma medida. 


Usaremos el símbolo ŻA Y ZB para denotar la congruencia del ángulo ZA con el ángulo 
ZB. Observa la figura 1.17. 


Figura 1.17: ZAS ZB 


También te sugerimos usar marcas para los ángulos congruentes. 


l 
il 


Si en la figura 1.18 se sabe que ZDAF ¥ ZDFA y 4CEB = Z¿CBE. Dibuja marcas en 
los ángulos congruentes. 


1. Definiciones fundamentales y triángulo 


Figura 1.18: Ejemplo 1.4 


Si usas la información anterior y dibujas las marcas a los ángulos congruentes, la figura 
gueda así. Observa la ilustración 1.19 


E 


Figura 1.19: Marcas en los ángulos congruentes 
o 


Como todo lo que está a tu alrededor son objetos geométricos, entonces estudiar geometría 
es una herramienta fundamental que te ayuda a describir el mundo que te rodea y es pieza 


clave en el diseño de herramientas, utencilios, automóviles, edificios, calles, alcantarillas 
prótesis, etc. 


Usa la información dada y dibuja en la figura, marcas a los segmentos y ángulos 
congruentes. ; 


AB S AE 

EB SED 

DB & DC 
ZAEB 2 ZABE 
ZEBD=ZEDB 
¿DBO =2D0B 


En la siguiente figura, ABCD es un rectángulo, CBF es un triángulo equilátero 
y AEB es un triángulo isósceles. Usa esta información para dibujar marcas a los 
segmentos y ángulos congruentes. 
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En la siguiente figura, ABC D es un cuadrado, ADEC es un triángulo equilátero y 
AAEB es un triángulo isósceles. Usa la información dada para dibujar marcas a los 
segmentos y ángulos congruentes. 


Lee la página 5 y completa el siguiente mapa conceptual 
> postulados 


[método ] 
| deductivo 


| (observaciones 
| de la naturaleza) 


Mide los ángulos de la figura 1.20 utilizando transportador. Comenta con tus compañeros los 


sultados obtenidos. 


Figura 1.20: Distintos ángulos | 
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En base a la actividad anterior, podemos clasificar a los ángulos según su medida o forma 
y por pares de ángulos. 


DEFINICIÓN 1.6. Ángulo nulo es aquel que mide cero grados. 


i 


i 


Tont" 5 í 
Armm DEFINICIÓN 1.7. Ángulo recto es aquel que mide 90° 


En la figura 1.21, ZA = 90% 


À 


Figura 1.21: Ángulo recto 


DEFINICIÓN 1.8. Ángulo llano o colineal es aquel que mide 180" 


20 


En la figura 1.22, Za = 180° 


a=180 


O 


Figura 1.22: Ángulo llano o colineal 


' 


e A i | 
diant z A , ; 0 
í DEFINICIÓN 1.9. Angulo perígono es aquel que mide 360 


pie a 
DEFINICIÓN 1.10. Ángulo agudo es aquel que cumple con la relación: 
<a 90 


En la figura 1.23, Za es águdo. 


Figura 1.23: Ángulo agudo 


Los ángulos cuyas medidas son: 10%, 34%, 56% y 89% son algunos ejemplos de ángulos agu- 
dos. 


mí 
rt 


ll 
DEFINICIÓN 1.11. Ángulo obtuso es aquel que cumple con la relación: 
90” < fB < 180" 
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En la figura 1.24, 48 es obtuso. 


Figura 1.24: Ángulo obtuso 


Los ángulos con medidas 100°, 129°, 161° y 179° son algunos ejemplos de ángulos obtusos. 


Cemi! ; l 
Kai DEFINICIÓN 1.12. Angulo entrante es aquel que cumple con la relación: 


180° < a < 360° 


En la figura 1.25, Za es entrante. 


Figura 1.25: Ángulo entrante 


Los ángulos con medidas 181%, 220%, 301% y 359% son algunos ejemplos de ángulos en- 
trantes. 


mi 
DEFINICIÓN 1.13 


. Dos ángulos son complementarios si al sumarlos se obtiene 


22 
A A A A 


Los ángulos Za y 48 son complementarios si cumplen con la relación: 


La + Z8 = 90? 


Observa la figura 1.26 


Figura 1.26: Ángulos complementarios 


Las parejas de ángulos (40°, 50°), (32%, 58°) y (17%, 73%) son complementarios pues la suma 
de éstos es 90%. 


' 
| 


Encuentra dos ángulos complementarios tal que el mayor sea 2° más que el triple del 
menor. 


Si el ángulo menor es 4CDB = z, entonces el mayor es 4ADC = 3x +2. Observa la figura 
1,27 


B 


Figura 1.27: x y 3x + 2 son complementarios 
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Entonces como los ángulos son complementarios, obtenemos la siguiente ecuación: 


+32+2 = 90 
da +2 90% 
g = 22. 


Il 


Por lo tanto los ángulos buscados son 22° y 68° 


L a e 
DEFINICIÓN 1.14. Dos ángulos son suplementarios si al sumarlos se obtiene 


Los ángulos Za y 48 son suplementarios si cumplen con la relación: 
Za +28 = 180% 


Observa la figura 1.28 


Figura 1.28: Ángulos suplementarios 


Las parejas de ángulos (140%, 409), (65%, 115%) y (91%, 89%) son suplementarios pues la suma 
de éstos es 180°. 


i 
i 
i 
j 


Encuentra dos ángulos suplementarios tal que el mayor sea ocho veces el menor. 


Si ZABD = x, entonces ZABC = 8x. Observa la figura 1.29 


8x X 


c B D 
Figura 1.29: x y 8x son suplementarios 


Como los ángulos son suplementarios, obtenemos la siguiente ecuación: 


x+8x = 180% 
9z = 1800 
x = 20 


Por lo tanto los ángulos buscados son 20% y 160% 


Td 
DEFINICIÓN 1.15. Dos ángulos son conjugados si al sumarlos se obtiene 360" 


Los ángulos Za y 46 son conjugados si cumplen con la relación: 
Lo + ZB = 360" 
Observa la figura 1.30 


Figura 1.30: Ángulos conjugados 


Las parejas de ángulos (200%, 1609), (320%, 40%) y (204%, 156°) son conjugados pues la suma 
de éstos es 360°. 
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a y 


DEFINICIÓN 1.16. Dos ángulos son adyacentes cuando comparten un lado y 


un vértice. 


En la figura 1.31, los ángulos Za y 48 son adyacentes. 


Figura 1.31: Ángulos adyacentes 


p 


a 


DEFINICIÓN 1.17. Ángulos opuestos por el vértice son aquellos que se forman 
al prolongar los lados del otro ángulo. 


En la figura 1.32, los ángulos a y 48 son opuestos por el vértice. 


Figura 1.32: Ángulos opuestos por el vértice 


a 


En la siguiente figura, identifica al menos tres ángulos opuestos por el vértice. 


Si observas la figura, puedes apreciar que los siguientes ángulos son opuestos por el 
vértice. 


CEJ y EE 
ZDFA y ZEFG 
¿FGE y UCR 


= DEMOSTRACIÓN 
Sea LBAC = ô, LBAD =a y ZCAE = 6. Observa la figura 1.34 
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Figura 1.34: Ángulos opuestos por el vértice 


Se tienen las siguientes igualdades: 


a+ó = 180% 
+8 = 180% 


Por la propiedad transitiva se tiene que: 
a+ó=0+8 


De donde obtenemos: 


a =P 


Usa la información de la figura 1.35 y encuentra el valor de x e y 


Figura 1.35: Ejemplo 1.8 


Como el ángulo 2r+3 y +30 son opuestos por el vértice, entonces son iguales. Así que 


podemos formar la siguiente ecuación: 


28 


21+3 = +30 
Za = zx 303 
=D 


Debido a que el ángulo y es suplemento de x +30, entonces y es suplemento de 57% y 
por lo tanto y = 123°. 


Si consideras a los ángulos mostrados en la figura 1.36, podemos definir lo siguiente: 


| DEFINICIÓN 1.18. 


Se les llama ángulos correspondientes a los siguientes pares de ángulos: 
LO yO 
Zb y A 
Le Y Ly 
Zd y Zh 

Se les llama ángulos alternos internos a los siguientes pares de ángulos: 
LEY Le 
LA 
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A a EQ 3qQgÍ0qgggggDg 0 A AIN 


Se les llama ángulos alternos externos a los siguientes pares de ángulos: 
Za y- Zg 
Zby Zh 


Se les llama ángulos colaterales internos a los siguientes pares de ángulos: 
Lay LF 
Lld y Le 


Se les llama ángulos colaterales externos a los siguientes pares de ángulos: 
La Y EN 
Lb y Lg 


Los ángulos correspondientes son iguales. 


TEOREMA 1.1. Si dos rectas paralelas son cortadas por una secante, entonces: 


Los ángulos alternos internos son iguales. 
Los ángulos alternos externos son iguales. 
Los ángulos colaterales internos son suplementarios. 


Los ángulos colaterales externos son suplementarios. 


i 
4 
i 
l 
i 


E TE —b> 
Si en la figura 1.37, AB || CD, ZGEB = 3z +8, ZCFH = 41° y ¿FEB = y. Encuentra 
los valores de x y y. 


Figura 1.37: Ejemplo 1.9 


Si usamos el teorema 1.1, obtenemos: 


ZGEB =2 BP D= 308 
ZEFED=¿0PH 4 


Por transitividad: 


3t F8 Al 
g4 -s= AMES 
==> 0 


Por ser correspondientes ZFEB = ZHFD = y 
Como ZH FD es suplementario de 41%, entonces ZHFD = y = 1390 


Finalmente los valores buscados son: x = 11° y y = 139% 


Podemos mencionar algunas aplicaciones de los ángulos: En la industria es común encon- 
trar maquinaria muy sofisticada que requiere de reemplazos de piezas en un determinado 
tiempo, las nuevas piezas deben ser idénticas a las primeras y eso se logra si los ángulos 
de sus contornos son medidos con toda precisión. i 


Para eliminar tumores benignos y malígnos se utiliza la radiación de protones. Los físicos 
y los dosimetristas crean un plan de tratamiento en la computadora que describe una serie 
de haces de protones que ingresan por diferentes ángulos. Esto se realiza para calcular la 
dosis de radiación que recibirá el tumor. 
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Para cada una de las figuras siguientes, encuentra el valor de z y y. 


2x 3x2 N 
+9 xX 
ser A No 
(a) (b) (c) 


(d) 


Para cada una de las figuras siguientes, encuentra el valor de z y y. 


1209 AVE 
YAN 
(e) (£) 


32 


Halla los valores de z y y en la siguiente figura, sabiendo que 75 || gt 


(8) : h) 


a 


En la siguiente figura, AB || DF y “AC I| DE. Encuentra los valores de z y y. 


8 
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Resuelve los siguientes ejercicios, escribiendo con todo detalle cada paso de tu solución. 


1. | Encuentra un ángulo que es el triple de su complemento. 


2. | Obtén el suplemento del complemento de (b — 3)" 


4 
3. | Si el complemento y E suplemento de un ángulo están a razón 1 : 5. ¿Cuánto mide 
el ángulo? 


Si el doble de un ángulo es la cuarta parte de su suplemento. ¿Cuánto mide el con- 
jugado de éste ángulo? ` 


Si el conjugado de un ángulo de 50° es 29 — 30%. Encuentra el valor del ángulo 0. 


y 


Si dos ángulos son complementarios tal que el mayor es 5 yes el menor, encuentra 
el suplemento del ángulo menor. 3 


| 7. | Un ángulo llano es dividido en tres ángulos de tal manera que el ángulo menor es 
la sexta parte del mayor y es la mitad del ángulo intermedio. Obtén el complemento 
del ángulo menor. 


.8. | Un ángulo y su complemento están en razón 2 : 1. ¿Cuánto mide el suplemento del 
ángulo mayor? 


Investiga más aplicacione: de los ángulos y realiza una presentación de tu inves- 
LST ; 


Una de las figuras más conocidas en la geometría plana, es el triángulo. Está figura se 
puede construir de varias maneras, por ejemplo, si trazas tres líneas rectas que no coinci- 
dan en el mismo punto, la figura engendrada por éstas tres rectas es un triángulo. 


f 


giron tl | 


ES 


DEFINICIÓN 1.19. Un triángulo es una figura geométrica determinada o en- 
gendrada por tres rectas que se cortan en tres puntos diferentes. 


Con el símbolo AABC denotamos al triángulo con vértices A, B yC. 


Observa la figura 1.38 


Ol 
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Figura 1.38: Triángulo 


Usa tres trozos de popotes de longitudes 5cm, 4em y Tem y construye un triángulo uniendo los 
extremos de los popotes. 


Realiza la misma actividad considerando tres trozos de popotes de longitudes 4em, 3cm y 8cm. 


Comenta tus resultados con tus compañeros de clase 


Como resultado de la actividad anterior, podrás inferir lo siguiente: 


Es decir, si ABC es un triángulo como el de la figura 1.38, entonces se cumple: 


B+BC > AC 


AC+AB > BC 


BCS AC- -AB (1.1) 


A las cualquiera de las desigualdades anteriores se le llama desigualdad triangular. 


De las tripletas de números (2, 1,1), (5,3,1) y (3, 4,5). ¿Cuáles definen a un triángulo si 
cada número es representado por un segmento? 


Si aplicamos las desigualdades 1.1 a la tripleta (2, 1, 1), obtenemos: 


2+1 > 1 
2 a l 
141 2 2 


Por lo tanto la tripleta de números (2, 1, 1) no representa a un triángulo. 


Si aplicamos las desigualdades 1.1 a la tripleta (5, 3, 1), obtenemos: 


> al 
5+1 > 3 
e 5p 


Por lo tanto la tripleta de números (5, 3, 1) no representa a un triángulo. 


Si aplicamos las desigualdades 1.1 a la tripleta (3, 4, 5), obtenemos: 


3+4 > 5 
3+5 > 4 
4+5 > 3 


Por lo tanto la tripleta de números (3, 4, 5) si representa a un triángulo. 


5 


La desigualdad del triángulo sirve para determinar la forma de construir un triángulo 
usando regla y compás 
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Usa regla y compás y construye un triángulo con medidas AB = 7cm, BC = 5cm y 
AC =6cm 


OLUCIÓN 


Con las medidas de AB, BC y AC, verificamos que se cumplan las desigualdades 1.1. 


T1+45 > 6 
746 > 5 
A 


Como se cumple la desigualdad triángular, entonces se garantiza que si trazamos el seg- 
mento AB y sobre los extremos de este segmento, dibujamos con el compás circunferen- 
cias de radios BC y AC; dichos segmentos se intersectan. Observa la figura 1.39. 


6cm 
5cm 


A 7cm B 
Figura 1.39: Construcción de un triángulo cuyos lados miden 7 cm, 5 cm y 6 cm 


Podemos generalizar esta construcción como sigue: 


CONSTRUCCIÓN 1.1. Si a,b,c € R que cumplen con la desigualdad triangu- 
lar, entonces siempre es posible construir un triángulo de la siguiente manera: 


38 
x_—_ no + een E 


1 Traza un segmento de longitud c, puedes considerar a o bcomo primer segmento. 


2 Sobre los extremos del segmento c traza con el compás circunferencias de radios a y > 
una por cada extremo. 


3 Une los extremos del segmento c con uno de los puntos de intersección de las des 
circunferencias. 


En la figura 1.40 se observa la construcción anterior. 


A € B 


Figura 1.40: Construcción de un triángulo cuyos lados miden a, b y.8 


14 
¿Cuáles de las tripletas siguientes (£) (6,8, 10) 
cumplen con la desigualdad triangu- (g) (10,11,12) 
lar? 
(a) (1,1,1) Usa regla y compás para construir los 
(b) (1,2,3) triángulos de las tripletas que cum- 
(© (2,3,3) plan la desigualdad triangular del 


ejercicio anterior. Mide cada uno de 
(d) (2,3, 6) los ángulos interiores de los triánew- 
(e) (5,7, 8) los construidos. 
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Como resultado de la actividad anterior, puedes inferir que al sumar los ángulos interiores 
de un triángulo se obtiene 180°. Para probar o demostrar esta conjetura, revisemos primero 
lo que significa demostrar una afirmación. 


- DEMOSTRACIÓN 
eey 
Consideremos al triángulo ABC mostrado en la figura 1.41 y tracemos DE | AB 


Figura 1.41: Triángulo ABC 


Se tiene lo siguiente: 
ZDCA  ZCAB por ser alternos internos 
EECOB = ZOBA por ser alternos internos 
Por otra parte se tiene que LDCA + ZACB + ZECB = 180° ya que forman un ángulo 


llano. Si usamos las congruencias anteriores obtenemos: ZC AB +ZACB +4CBA IBF 
Li 


1.12. 


Usa la información de la figura 1.42 y encuentra: 
(a) El valor de zx 


(b) Los ángulos del triángulo. 


(a) Por la afirmación 1.2, se tiene: 


(142) +(2-6)+2% = 1800 
4-4 = 180 
dr = 184 


(b) Los ángulos buscados son: 


¿CAB=1+2=46+2= 480 
ZABC = q — 6 = 46 — 6 = 40° 


ZAC'B = 2z = 2(46) = 92° 
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K—_—_—_—__ zz 


En la figura 1.43, se ilustra el triángulo con los ángulos buscados. 


Figura 1.43: Ejemplo 1.12 


E 
; m 
E T 4 z .. 

-< a DEFINICIÓN 1.20. Un ángulo externo en un triángulo es aquel que se forma 


s=pre que uno de sus lados se extienda por el vértice. Si cada uno de los lados de un triángulo se 
mende, se formaran tres ángulos exteriores. 


— BF, ZDCA y ZEAB son los ángulos exteriores del triángulo de la figura 1.44, 


Figura 1.44: Ángulos exteriores 


3 sema (30°, 100°, 50%) son los ángulos interiores de un triángulo, entonces sus ángulos 


uE OA 


amores está compuesta por la terna (150%, 80%, 1300). 


1.3. En todo triángulo, la medida de cada ángulo externo es igual a la suma de las medidas de sus 
dos ángulos internos no adjuntos o adyacentes a este. 


Si observas el triángulo de la figura 1.45. 


Á 


Figura 1.45: ZCBD = a es un ángulo exterior del AABC 


`~ 


Se tiene lo siguiente: 


ZARCO =- o RIEA] por ser suplementarios 
B+4 T ABC = 180° por la afirmación 1.2 
a+ LABC = b +y + ABC por transitividad 


Finalmente obtenemos: 


GRF 
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Usa la información de la figura 1.46 y encuentra el valor de x. 


C 


Figura 1.46: Ejemplo 1.13 


Usando la afirmación 1.3, obtenemos: 
5-8 = (1+30)+2x 
5b1-3x = 30+8 
2-88 
q= 190 


buja varios triángulos usando regla y compás, mide sus ángulos y lados de cada miana- 
> dibujado. Comenta con tus compañeros tus resultados. 


Como conclusión de la actividad anterior, podemos clasificar a los triángulos de dos ma- 
neras 


Es decir AABC es isósceles si se cumple alguna de las igualdades siguientes: 


AG -= BC 
AB = BO 
AQ = -ARB 


AB = BC=AC 
En la figura 1.47, se ilustra el caso típico donde AC = BC. 


£ 


A B 


Figura 1.47: Triángulo isósceles 


DEFINICIÓN 1.22. Un triángulo es equilátero cuando sus tres lados son iguales, 
es decir: AABC es equilátero si se cumple la igualdad siguiente: 


AR =R= AC 


1. Definiciones fundamentales y triángulo 45 
Observa la figura 1.48. 
c 
Á B 


Figura 1.48: Triángulo equilátero 


Es claro que como un triángulo equilátero tiene tres lados iguales, entonces también es 
isósceles. 


- DEFINICIÓN 1.23. Un triángulo es escaleno.cuando sus tres lados son distin- 
tos, es decir: AABC es escaleno si se cumple lo siguiente: 


ABAD AC 


Observa la figura 1.49. 


Å 
Figura 1.49: Triángulo escaleno 


Si analizas las definiciones 1.21, 1.22 y 1.23, podrás identificar de manera clara a cualquier 
triángulo respecto a sus lados, si dibujamos el siguiente diagrama de Venn. 
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q TA E AAA 


Observa la figura 1.50. 


Iisósceles 


| | Escaleno - equiláteros 


Figura 1.50: Clasificación de los triángulos según sus lados 


La otra clasificación de los triángulos, 


es considerando la medida de sus ángulos interi- 
ores. 


Catetos son los lados del triángulo que forman al ángulo recto. 


Hipotenusa es el lado opuesto al ángulo recto o de 900 


| 


En la figura 1.51, AB y AC son los catetos y BC es la hipotenusa 


c 


Á 


Figura 1.51: Triángulo rectángulo 
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—_—_——_—_—_———__———_—___ AS 


DEFINICIÓN 1.25. Un triángulo acutángulo es aquel que tiene sus tres ángu- 
los menores de 90% 


Observa la figura 1.52. 


Figura 1.52: Triángulo acutángulo 


) all 
Lan 


DEFINICIÓN 1.26. Un triángulo obtusángulo es aquel que tiene un ángulo 
interior mayor de 90%, 


Observa la figura 1.53. 


C 


A B 


Figura 1.53: Triángulo obtusángulo 


Al conjunto formado por los triángulos acutángulos u obtusángulos se les llama oblicuángu- 
los. Para identificar de manera clara a cualquier triángulo respecto a sus ángulos, podemos 
dibujar el siguiente diagrama de Venn. 


Observa la figura 1.54. 


oblicuángulos 


rectángulos f acutángulos 


( obtusángulos 


Figura 1.54: Clasificación de los triángulos según sus ángulos 


La importancia de conocer y entender la clasificación de los triángulos, repercute directa- 
mente al demostrar propiedades de éstos, por ejemplo, si una propiedad se verifica para 
los triángulos isósceles, entonces automáticamente los triángulos equiláteros también la 
cumplirán, o a la inversa, si probamos una propiedad para los triángulos rectángulos, no 
se garantiza que dicha propiedad se cumpla en los triángulos oblicuángulos. 


Más adelante probaremos por ejemplo, que los ángulos de la base en cualquier triángulo 
isósceles son iguales y a partir de eso se concluirá que los equiláteros también tienen 
dos ángulos iguales. Como cualquier lado de un triángulo equilátero puede considerarse 
como base, entonces se deducirá que los tres ángulos son iguales. Este es sólo un ejemplo 
de como se demuestran las propiedades de los objetos geométricos y la importancia que 
tiene conocer su clasificación correcta. 


Dos rectas paralelas son atravesadas por dos transversales de manera que se inter- 
sectan con los ángulos marcados en la figura. ¿Cuánto mide el ángulo z 


1409 


Si en la figura de abajo AB || CD, encuentra los valores de z y y. 


50 


En la siguiente figura, BC || AD y AB || CD. Encuentra los valores de x y y 


—  tH= 
Si en la siguiente figura, AB || CD, encuentra el ángulo a. 


A B 
a 
124 
ayy 
€ D 


7. | Usa la información de la siguiente figura y encuentra el valor de z. 


€ 
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eS 8. | En/ a siguiente figura, los segmentos AY y BX son perpendiculares a los segmentos 


BO y AO respectivamente. Si ZABC mide 500 y ¿BAC mide 60%. ¿Cuánto mide 
LY 2 


Usa la información de la figura y encuentra el valor de z. 


En la figura siguiente, obtén el valor del ángulo z. 


50° 33 


52 


En la siguiente figura, ¿cuánto vale la suma de los ángulos a, b, c, d y e? 


Resuelve los siguientes ejercicios, escribiendo con detalle cada paso de tu solución. 


1. | En un triángulo ABC, Z4CAB = 52 y el ZABC es tres veces mayor que el ZACB. 
¿Cuánto mide el LAC B? 


2. | En un triángulo rectángulo los ángulos agudos están en razón de 5 : 4. Encuentra la 
medida de estos ángulos. 


3. | En un triángulo ABC, el ZCAB tiene 15% más que el ZCBA y éste 12% más que el 
ZAC B. Determina el valor de los ángulos exteriores de este triángulo. 


£ Enun triángulo uno de los ángulos es el 50% de uno de los otros dos y el 335 % del 


5. | Sea D un punto interior del triángulo ABC tal que 4BDC = 123%, ZABD = 15 y 
ZACD = 21”, Calcula la medida del ángulo BAC. 
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A A  __——4+ ++ YA? 


- Congruencia de triángulos 


1.6. 


Dibuja en una hoja blanca un triángulo con medidas 6 cm, 8 cm y 9 cm en distintas posiciones. 


Repite la actividad para los triángulos cuyas medidas de sus lados están definidas por las ternas 
(4, 4,6), (3, 4,5), (8, 10, 12) y (10, 14, 16). 


Como resultado de la actividad anterior, podemos escribir las siguientes definiciones. 


DEFINICIÓN 1.27. Figuras congruentes son figuras que tienen el mismo tamaño 
y la misma forma, es decir una es copia fiel de la otra. Las figuras pueden hacerse coincidir de tal 
forma que sus partes correspondientes coinciden punto a punto. 


La palabra congruente se deriva de las palabras latinas con que significa “con” y gruere, que 
significa “concordar” o “convenir”. 


Ela a 


j mm 
Aant ; - = E 
sil DEFINICIÓN 1.28. Se dice que dos triángulos son congruentes cuando pueden 


hacerse coincidir en todos sus puntos, es decir, tienen el mismo tamaño y la misma forma. 


Se llaman partes homólogas en dos congruentes a las que son correspondientes. Pueden ser ángu- 
los o lados y se deben señalar con un número igual de marcas. 


md 


54 
Usaremos el símbolo = para denotar congruencia. Este símbolo es una combinación de 
los símbolos =, que significa mismo tamaño y ~ que significa tener la misma forma. 


En la figura 1.55, AABC 2 ARST 


Esta notación sirve para establecer las siguientes relaciones de congruencia: 


AB S= RS LABOE ZRST 
AC SRT -LRBCAZZSTR 
BGEST CAR SSRS 


T 


Figura 1.55: AABC ARST 


Para demostrar que dos triángulos son congruentes no es recomendable recortarlos y su- 
perponerlos, para comprobar si coinciden en todos sus puntos. Los criterios de congruen- 
cia es la herramienta que utilizaremos para demostrar la congruencia entre dos triángulos. 


Es decir, si AC MR, BC NR y ZACB= ZMRN entonces AABC Y AMNR. 


= ésta congruencia se derivan las siguientes relaciones: 


AB 2 MN 


¿CAB ¿RMN 
£¿CBALRNM 
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Observa la figura 1.56 


€ RA 


Á B 
Figura 1.56: Criterio L-A-L 

Al escribir una congruencia de triángulos es necesario escribir de manera adecuada el 
orden de las letras, en la figura 1.56 AABC = AMN R significa que: 
1 El ángulo A es congruente con el ángulo M. 
2 El ángulo B es congruente con el ángulo NV. 
3 El ángulo C es congruente con el ángulo R. 
4 El lado AB es congruente con el lado MN. 
5 El lado AC es congruente con el lado MR. 


6 El lado BC es congruente con el lado NR. 


1.14. 


Usa la información de la figura 1.57 y establece la congruencia adecuada. 


Si calculamos el tercer ángulo del triángulo MNR, se obtiene ZMRN = 80%. Así que 
tenemos: 


g 
o 


M 


Figura 1.57: Ejemplo 1.14 


AC = MR = 42 
BC=NR=65 
ZACB = Z¿MRN = 80° 


Por el criterio L-A-L concluimos finalmente que AABC S AMNR. 


Si en la figura 1.58, ZCAB Y ZGEF, ZABC E LEFG y AB = EF entonces se deduce 
que AABC S AEFG. 


Figura 1.58: Criterio A-L-A 
De esta congruencia se deducen las siguientes igualdades: 


. LZACB S ZLEGF 
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Usa la información de la figura 1.59 y establece la congruencia adecuada. 


Cc 


Figura 1.59: Ejemplo 1.15 


Si calculamos el tercer ángulo en los triángulos DEF y ABC se obtiene ZDFE = 72 y 
ZABC = 43". Entonces los triángulos quedan como se ilustra en la figura 1.60. 


c 


B E 


Figura 1.60: Ejemplo 1.15 
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Es claro que se cumplen las siguientes igualdades: 
ZCAB=ZBFD= 12 


ZABC =LFDE=43' 
AB = DF = 40 
Por lo tanto al aplicar el criterio A-L-A se tiene AABC 2 AFDE. 


k 


Si en la figura 1.61, AB S EF, BC œ% FG y AC = EG entonces se deduce que 
AABC 2 AEFG. 


c G 


A B E F 


Figura 1.61: Criterio L-L-L 


De esta congruencia se deducen las siguientes igualdades: 
MCAB ELCHE 


ZABC S LEFG 
ZACB & ZEGF 


La acción directa e inmediata de la congruencia de triángulos es la justificación de al- 
sumas propiedades de los triángulos, también nos servirá para realizar otras construcciones 


memos tales como la construcción de la mediatriz de un segmento, la bisectriz de un 
mp. s miz de un triángulo, etc. 


~i 
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CONSTRUCCIÓN 1.2. Obtención del punto medio de un segmento AB con 
regla y compás 


1 Traza un arco de circunferencia con centro en uno de los extremos del segmento AB, 
asegura que el radio del arco sea de una longitud mayor a la mitad de la longitud del 
segmento. 


2 Realiza lo anterior considerando el otro extremo del segmento y el mismo arco anterior. 
3 Denota a los puntos de intersección de los arcos con P y Q. 


4 Coloca tu regla en los puntos P y Q, y marca el punto de intersección de la regla con el 
segmento AB. Si designas a este punto con M, éste es el punto medio del segmento AB. 


En la figura 1.62 se ilustra el método anterior. 


Figura 1.62: Obtención del punto medio del segmento AB 


Para justificar la construcción observa en la figura 1.63 lo siguiente: 


Figura 1.63: Justificación de la construcción 1.2 
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mm a 


Al trazar los segmentos AP, BP, AQ y BQ se tiene que AP = BP AQ = BQ por ser 
radios de la misma circunferencia. 


Por el criterio L-L-L AQAP = AQBP y de aquí se deduce que LAPM = LBPM 


Como AP = BP, PM = PM y ZAPM = ZBPM se tiene por el criterio L-A-L que 
AAPM =2 ABPM y por lo tanto AM = BM. 


De esta congruencia concluimos que M es el punto medio de AB 


Como AAPM 2 ABPM se obtiene como consecuencia que LAMP = BMP, como los 
ángulos son suplementarios, deducimos que ambos miden 90%, es decir: 


ZAMP =090 = ZBMP 


Por consiguiente AB L PQ y ésta relación entre AB y PQ justifica la siguiente constru- 
cción. 


j 

DEFINICIÓN 1.29. Mediatriz es la recta perpendicular que divide a un seg- 
mento dado en partes iguales, es decir, es una recta que es perpendicular a un segmento y pasa por 
su punto medio. 


CONSTRUCCIÓN 1.3. Trazar la mediatriz de un segmento con regla y compás 


1 Traza un arco de circunferencia con centro en uno de los extremos del segmento AB, 
asegura que el radio del arco sea de una longitud mayor a la mitad de la longitud del 
segmento. 


2 Realiza lo anterior considerando el otro extremo del segmento y el mismo arco anterior. 


3 Denota a los puntos de intersección de los arcos con P y Q. 


es la mediatriz del segmento AB. 
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En la figura 1.64 se ilustra el método anterior. 


C DEFINICIÓN 1.30. Bisectriz es la semirecta que parte del vértice de un ángulo 
y lo divide en dos ángulos congruentes. 


CONSTRUCCIÓN 1.4. Trazar la bisectriz de un ángulo dado. 


1 Con centro en el vértice A del ángulo dado traza un arco de circunferencia, el radio del 
arco puede ser de cualquier magnitud. 


2 Llama a los puntos de intersección del arco trazado y los rayos que forman al ángulo 
con Py Q. 


3 Con centro en el punto P, traza un arco de circunferencia de cualquier radio, el radio 
que utilizaste en el paso 1 puede servirte. Realiza lo mismo considerando como centro del 
arco al punto Q. 


4 Asigna al punto de intersección de los dos arcos con R. El rayo AR es la bisectriz del 
ángulo A. 
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En la figura 1.65 se ilustra el método anterior. 


CONSTRUCCIÓN 1.5. Trazar una recta perpendicular a una recta dada L por 
un o Ẹ Pui de ella. 


Observa la figura 1.66. 


Figura 1.66: Construcción de una perpendicular a una recta dada L 


1 Con centro en el punto dado P traza un arco de circunferencia, asegura que el radio del 
arco sea de una longitud tal que intersecte a la recta L dada. 


1. Definiciones fundamentales y triángulo z 63 


2 Llama a los puntos de intersección del arco trazado y la recta L dada con Q y R. 


3 Con centro en el punto Q, traza un arco de circunferencia con radio igual al que utilizaste 
en el paso 1. Realiza lo mismo considerando como centro del arco al punto R. 


$2 
4 Asigna al punto de intersección de los dos arcos con S. La recta PS es la recta perpen- 


dicular a L que pasa por P. 


DEFINICIÓN 1.31. La mediana en un triángulo, es el segmento que une un 
vértice con el punto medio del lado opuesto. Al punto de intersección de las medianas se le llama 
baricentro. 


Si trazamos las tres medianas de un triángulo se obtiene la figura 1.67. 


mi 
- DEFINICIÓN 1.32. Al punto de intersección de las mediatrices de un triángulo 


se le llama circuncentro. Dicho punto es el centro de la circunferencia circunscrita al triánguls 
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Si trazamos las tres mediatrices de un triángulo se obtiene la figura 1.68. 


Figura 1.68: Mediatrices de un triángulo 


ai 
DEFINICIÓN 1.33. Al punto de intersección de las bisectrices de un triángulo 


se le llama incentro. Dicho punto es el centro de la circunferencia inscrita al triángulo. 
E 


En la figura 1.69 se aprecian las tres bisectrices de un triángulo. 


Figura 1.69: Bisectrices de un triángulo 


70, Q es el circuncentro o centro de la circunferencia circunscrita al triángulo 
l incentro o centro de la circunferencia inscrita al triángulo. 
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Figura 1.70: Circunferencia inscrita y circunscrita al triángulo ABC 


DEFINICIÓN 1.34. Altura de un triángulo es la línea perpendicular trazada 
desde un vértice al lado opuesto o su prolongación. Al punto de intersección de las alturas de un 
triángulo se le llama ortocentro. 


En la figura 1.71 se aprecian las tres alturas de un triángulo. 


€ 


mom 


A, 


Figura 1.71: Alturas de un triángulo 
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La recta de Euler une al circuncentro, baricentro y ortocentro. Dicha recta no existe en un 
triángulo equilátero. Observa la figura 1.72. 


Figura 1.72: Recta de Euler E 


Una vez que establecimos los puntos y rectas importantes de un triángulo, podemos pro- 
bar algunas propiedades relacionadas directa o indirectamente con ésta figura. 


1.4. Todo parglelogramo tiene lados opuestos congruentes. 
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Consideremos el paralelogramo ABCD y sea AC una de sus diagonales. Si observas la 
figura 1.73. 


A B 
Figura 1.73: Paralelogramo ABCD 


Se tiene lo siguiente: 


ZCAB = ZDCA por ser alternos internos. 
ZACB ¥ LDAC por ser alternos internos. 
AC = AC por ser el mismo lado. 


Por el criterio A-L-A se tiene AADC Y ACBA y de aquí se deducen las igualdades 
siguientes: 
AD = BC 


DC =AB 


Por lo tanto los lados puestos AD y BC son congruentes así como DC y AB. 


1.5. Las diagonales de un paralelogramo se bisecan mutuamente. 
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“= DEMOSTRACIÓN 


Consideremos al paralelogramo ABCD y sea E el punto de intersección de las diago- 
nales AC y BD. Ve la figura 1.74 


Figura 1.74: Paralelogramo ABCD 


Al analizar la figura se obtiene lo siguiente: 


¿CAB LDCA por ser alternos internos. 
ZABD E ZCDB por ser alternos internos. 
DC = AB por la afirmación 1.4. 


Por el criterio A-L-A se tiene AAEB = ACED y de ésta congruencia se deduce lo si- 
guiente: ME 
AE S CE 


EB ED / 


Por lo tanto E es punto medio de ambas diagonales y se bisecan mutuamente. 
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= DEMOSTRACIÓN 


Si consideremos al triángulo isósceles ABC mostrado en la figura 1.75 y CD es la 
bisectriz del ángulo “ACB. 


Á D B 
Figura 1.75: Triángulo isósceles ABC 


Se tiene la siguiente información: 


LACHIS ZROD ya que CD es bisectriz. 
AČ = BC ya que ABC es isósceles. 
CDP- GD propiedad reflexiva. 


Por el criterio L-A-L, AACD 2 ABCD y de aquí se deduce lo siguiente: 
CAD ¥ ZCBD 


Por lo tanto los ángulos de la base en un triángulo isósceles son congruentes. 


Si en la figura, HÌ es bisectriz del ZF HG. Encuentra el valor del ZFHI. 


H 


Si en la siguiente figura PR = QR y a : p = 1 : 2. Obtén el valor del 4P50. 


A 


> 
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En la figura AB = AC, ZBAD = 300 y AE = AD. Encuentra el valor del ángulo z. 


Y 


En la siguiente figura MQ y OP son alturas del triángulo MNO y ZMNO = 550, 
Halla el valor del ángulo z. 


| 6. | En la figura AC = BO, ZADC = 800 y ZDAB = 30°. Calcula el valor del ZACB. 


C 
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Si en el triángulo ABC, AC = CD y ZCAB — ZABC = 30%. Obtén el valor en 
grados del ZBAD. 


En el triángulo ABC, AB = AC y ZA =80°.Si D, E y F se encuentran en los 
lados BC, AC y AB respectivamente tal que CE = CD y BF = BD. Halla 2EDF 


+ 


£ 


En la figura, CD es una altura del triángulo ABC y AE es bisectriz del ZCAB. Si 
ZAC D = 50° y ZABC = 30°. Calcula el valor del ZAEB. 
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En la figura RU = US = TỌ, halla el valor de z + y. 


T 


En el triángulo rectán 


gulo ABC, AD= AE y OF = OE. Encuentra el valor del 
ZORF. 


En la siguiente figura, los dos tri 


ángulos son equiláteros. ¿Cuál es el valor del 
ángulo z? 


ABD es un triángulo rectán 


gulo con ángulo recto en B. En AD se encuentra un 
unto C de tal manera que AC — CD y AB = BC. Encuentra la magnitud del 
P q y gm 
ángulo DAB. 
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Si en la figura dada AB = BC. Encuentra la medida del ángulo CDB. 


f 


15. | Se construye una sucesión de triángulos isósceles empezando con AB = BC, luego 
BC = CD, etc. Si la medida del ángulo BAC es 17°. ¿Cuántos triángulos son posi- 
bles construir? 


Si en el cuadrado ABCD el triángulo ABE es equilátero, encuentra el ángulo 
BFC. 


D c 


17. Enel triángulo rectángulo ABC con ZC = 90°, se traza la altura desde el vértice C 


y sea D el pie de ésta altura. Si ZB = 35°, calcula el LAC D. 


gl 
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En el triángulo acutángulo ABC, D es un punto en el lado AC tal que BD es 
perpendicular a AC y sea E en el lado AB tal que CE y AB son perpendiculares. 
Si se sabe que ZCBD = 22ABD y ZACE = 3£BCE, calcula las medidas de los 
ángulos del triángulo ABC. 


Si en la siguiente figura AAEF Y AFGB,AEFD Y AGFH, ADFC  AHFC y 
Z¿HFC = 40°. Encuentra el valor del ZDC F. 


Sea ABC un triángulo rectángulo tal que ZA = 90% y ZB — 42C = 9%. Si H es el 
pie de la altura trazada desde A y M es el punto medio de BC, encuentra la medida 
del ángulo HAM. 


Considera al triángulo ABC tal que LA = 27% y ZC = 90°. Sea m la mediana 
trazada desde C y sea P un punto en la prolongación del lado AB tal que CP es 


perpendicular a m. La bisectriz del ángulo APC intersecta a BC en R y al lado AC 
en S. Halla las medidas de los ángulos CRS y CSR. 
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En el triángulo MNP se sabe que PM = 10, MN = 15 y PN = 17, Sea X un 


punto en QR tal que 4QMX = QXM y ZRNX = RXN. Calcula el perímetro del 
triángulo PQR. 


Resuelve los siguientes ejercicios, escribiendo con todo detalle cada paso de tu solución. 


En el siguiente diagrama 4BEC = y, BÉ es bisectriz del ZABC y CÈ es bisectriz 
del ZAC D. Demuestra que BAC = 2y. 


B C D 


Si en un triángulo rectángulo uno de los catetos es la mitad de la hipotenusa. En- 
cuentra la medida de los dos ángulos agudos del triángulo. 


3. | En el triángulo ABC se tiene ZA = 67% y ZB = 79. Sean P en el lado AB, Q 


en el lado BC y R en el lado CA tal que ZAPR = ZBPQ, LBQP = ¿OQR y 
¿CRQ = ZARP. Encuentra las medidas de los ángulos del triángulo PQR. 
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Sea D cualquier punto en la base de un triángulo isósceles ABC. Extendemos al 


lado AC hasta E tal que CD = CE. Extendemos ED hasta encontrar al lado AB en 
F. Si el ángulo CED es de 10%, encuentra la medida del ángulo AFD. 


A 


En el triángulo ABC, la medida del ángulo ABC es 120°, D es el punto de intersec- 
ción de las bisectrices de los ángulos BAC y AC B. Halla la medida del ángulo ADC. 


Si en la figura siguiente AD L AC, BC L AC y BD bisecaa AC. Muestra que 
AAED 2 ACEB. 


Demuestra que si una línea es bisectriz de un ángulo de un triángulo y es perpen- 
dicular al lado opuesto, entonces ésta biseca a ese lado. 


Demuestra que la bisectriz trazada a la base de un triángulo isósceles es mediatriz, 
mediana y altura. 
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Si en la siguiente figura se sabe que AD = BC y Z¿ADB = CBD. Demuestra que 
AADB=OBD: 


10. | Dos rectas perpendiculares entre sí cruzan los lados AB, BC, CD y AD del cuadra- 
do ABCD en los puntos E, F, K, L, respectivamente. Demuestra que EK = FL. 


En la figura siguiente se tiene que AC = AB y Za = Lf6. Prueba que MP = PN y 
AM = AN. 
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En la figura, los puntos G y B trisecan a MR, y los puntos G y P trisecan a AC. Si 
AG = BG, demuestra que LM RP = ZACB. 


En un paralelogramo ABCD se construyen triángulos equiláteros ABF y ADE 
hacia el exterior de ABCD. Prueba que el triángulo FCE es equilátero. 


En el cuadrado ABCD se consideran las diagonales AC y BD. Sea P un punto 
cualquiera sobre uno de los lados. Demuestra que la suma de las distancias de P a 
las dos diagonales es constante. 


En los lados AC y BC de un triángulo ABC, se construyen por fuera los triángulos 
equiláteros ACF y BCE respectivamente. Demuestra que BF = AE. 


Sea ABCD un cuadrado y F un punto cualquiera del lado BC, se traza por B la 


perpendicular a la recta DF que corta a la recta DC en Q. ¿Cuánto mide el ángulo 
FQC? 


Sea ARAB y AQCA triángulos equiláteros construidos externamente sobre los 


lados AB y AC del AABC. Sea J la intersección de BQ y CR. Demuestra que AABQ 
y AARC son congruentes y que 4RJB = 60° 


18. | Demuestra que si dos perpendiculares se bisecan entre sí, todo punto de una 
A: 
cualquiera de ellas equidista de los extremos de la otra. 


19. | Si M es el ortocentro de un triángulo acutángulo ABC tal que AB = CM. Encuen- 
tra la medida del ZACB 


20. | Sea ABC un triángulo equilátero. M es el punto medio del segmento AB y N es el 

punto medio del segmento BC. Sea P el punto exterior a ABC tal que el triángulo 

ACP es isósceles rectángulo en P. PM y AN se cortan en I. Prueba que CI es la 
bisectriz del ángulo MCA. 
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Traza con regla y compás las mediatrices del triángulo y dibuja su circuncírculo. 


g 


2 
w 


Traza con regla y compás las bisectrices del triángulo y dibuja su incírculo. 


e 


Usa el programa geogebra O y dibuja distintos triángulos rectángulos, acutángu- 
los y obtusángulos. 


(a) En cada uno traza sus medianas y determina su baricentro. 

(b) En cada uno traza sus mediatrices y determina su circuncentro. 
(c) En cada uno traza sus bisectrices y determina su incentro. 

(d) En cada uno traza sus alturas y determina su ortocentro. 


(c) Determina si el baricentro, circuncentro, incentro y ortocentro cambian de posi- 
ción en función del tipo de triángulo 
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1.7. 
Dibuja varios triángulos en una hoja y obtén una copia con reducción y otra con ampliación. Mide 
los ángulos y segmentos de los triángulos de tus copias. Comenta tus observaciones con tus com- 
pañeros. ) 


Dibuja distintos cuadriláteros en una hoja. Mide los segmentos y ángulos de los cuadriláteros 
de tus copias y compara tus mediciones con los valores originales de tus figuras. Comenta tus 
observaciones con tus compañeros. 


En la sección anterior estudiamos el concepto de congruencia que son figuras de la misma 
forma y el mismo tamaño. Ahora nos toca estudiar las figuras que tienen la misma forma, 
pero que pueden diferir en tamaño. A estas figuras se les llama figuras semejantes. 


La fotografía de una persona es una figura que tiene la misma forma de la persona, pero de 
distinto tamaño, es decir son semejantes. 


Lo mismo ocurre con los planos que se usan en la arquitectura y los mapas que se utilizan 
en todo el mundo. 


| q 
dh 


DEFINICIÓN 1.35. Dos polígonos son semejantes si existe una correspondencia 
de sus vértices para la cual los ángulos correspondientes son congruentes y los lados correspon- 
dientes son proporcionales. 
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Si en la figura 1.76, el polígono ABCD y EFGH cumplen con las relaciones siguientes, 
entonces son semejantes. 


À B E F 


Figura 1.76: Polígonos semejantes 


£A= LE 
2 E 
ZO = 4G 
ZD=ZH 


AB- BO. CD DA 
EF = EG. LAB 


De manera contraria, si dos polígonos ABCD y EFGH son semejantes, entonces sus 
ángulos correspondientes son iguales y sus lados correspondientes son proporcionales. 


DEFINICIÓN 1.36. A los triángulos que tienen la misma forma, pero que 
sedes ¿ferir en tamaño se les llamará triángulos semejantes. 


emejantes aquellos cuyos ángulos son iguales respectivamente y cuyos lados 
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Figura 1.77: Triángulos semejantes 


Para denotar la semejanza entre los triángulos ABC y RST usaremos el símbolo: 


AABC ~ ARST 


rm E S ; ; 
a DEFINICIÓN 1.37. Razón de semejanza es el cociente entre dos lados homólo- 


gos cualquiera de dos triángulos semejantes. 


Si AABC ~ ARST entonces se cumplen las siguientes relaciones: 


ZABO X ARST 
BCA S ZSTR 


ZCAB ® ZTRS 
ÄB- AC «BC 
RS- RT = T 


congruentes, se tienen también los criterios para establecer que dos triángulos son seme- 
jantes. 
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Figura 1.78: Criterio de semejanza L.L.L. 


Si en el triángulo de la figura 1.78 se cumple: 


AB BC _ CA 
DE EF FD 


Entonces: 


AABC ~ ADEF 


1.16. 


Usa la información de la figura 1.79, para establecer si existe semejanza entre los triángulos 
mostrados. 


B D E 


Figura 1.79: Ejemplo 1.16 
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Si observamos la figura podemos establecer la siguiente proporción entre los lados de los 
triángulos. 


a Y a 


BO: J8 
FEU FD 5 


==*=3 
DE 6 


Entonces se cumple la siguiente proporción: 


40 _AB_BO 
FE==PD> DE 


Por el criterio L-L-L concluimos que AABC ~ AFDE. 


A B D 


Figura 1.80: Criterio de semejanza L.A.L. 


Si en el triángulo de la figura 1.80 se cumple: 


ZACB  ZDFE 
AC BC 
DF EF 


Entonces: 


AABC ~ ADEF 


1.17. 


Usa la información de la figura 1.81 para establecer si existe semejanza entre los triángulos 
mostrados. 
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Figura 1.81: Ejemplo 1.17 


Si calculamos el ángulo CAB del triángulo ABC, se obtiene lo siguiente: 


ZCAB = 180% — 71% — 61% = 48%. 


Podemos establecer las siguientes igualdades: 


ZCAB = ZDEF = 48? 


AG 28 
o 
PE- -8 
AB. 4? 
2 == 00 
BE 12 
AC: -AB 
Como /CAB = ZDEF = 4% DETER” 3.5, entonces por el criterio L-A-L se 


concluye la siguiente semejanza: 


AABC ~ AEFD 
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å B D E 
Figura 1.82: Criterio de semejanza A.A.A. 


Si en el triángulo de la figura 1.82 se cumple: 
¿CAB S ZFDE 
LABO = DEF 
ZBCA S ZEFD 


Entonces: 


AABC ~ ADEF 


1.7. Si ABC es un triángulo y una recta paralela a BC corta a los lados AB y AC en los puntos 
P y Q respectivamente, entonces se cumplen entre otras, las siguientes proporciones: 
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o — 


AR- Ja. Ba 
aR 40 EU 


Figura 1.83: Afirmación 1.7 


rana 


= DEMOSTRACIÓN 


Como PQ || BC se cumplen las siguientes igualdades. Observa la figura 1.84 


À 


Figura 1.84: Afirmación 1.7 
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ZABO EXZAPQ ya que son correspondientes 
LACB E LZLAQP ya que son correspondientes 
ABAC- = Z BAG propiedad reflexiva. 


Por el criterio A-A-A, se tiene AABC ~ AAPQ y de aquí se deriva la siguiente proporción: 


AB AG 38 


AP. AQ PQ 


1.8. La bisectriz de un ángulo interior de un triángulo divide al lado opuesto en partes propor- 
cionales a los lados adyacentes. 


Figura 1.85: Teorema de la bisectriz 


En otras palabras, si ABC es un triángulo cualquiera y CD es la bisectriz del ángulo ACB, 
entonces se cumple la proporción siguiente. 


| as 
Si 8 
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bas — DEMOSTRACIÓN 


Tracemos a través de A una recta paralela a la bisectriz CD y sea E el punto de intersección 
de esta recta con la prolongación del lado BC. Observa la figura 1.86 


Figura 1.86: Teorema de la bisectriz 


Por la afirmación 1.7 se tiene AEAB ~ ACDB y de aquí se deriva la siguiente igualdad. 


EA EB AR 
CO UB DE 
De donde obtenemos la expresión: 


BO BD 
EC_-AD 
Si analizas la figura 1.86, se deduce que: 
LACD= ¿BAG por ser alternos internos. 
ZARO SADCE ya que son correspondientes. 
ZACD S ZDCB ya que CD es bisectriz. 


Por transitividad ZAEC = ZEAC por lo que se deduce que el triángulo AEC es isósceles 
y de esto se deriva que EC = AC. 


. ; E BO a : 
Finalmente si sustituimos EC = AC en TO = — se obtiene: 


1. Definiciones fundamentales y triángulo 91 
A A = a Y 


a 
1.9. El segmento que une los puntos medios de dos lados de un triángulo es paralela al tercer lado 
e igual a la mitad de ese lado. 


å B 


Figura 1.87: Teorema del punto medio 


DEMOSTRACIÓN 


Si D y E son los puntos medios de los lados AC y BC del triángulo ABC, se tiene lo 
siguiente: 
ZACB = ZDCE 


a, 
ma. 
ao 
EC 
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A El E 
Por la propiedad transitiva se obtiene: 


== 322 =D 


Por el criterio L-A-L se afirma que AACB ~ ADCE y de esta semejanza se deduce la 
siguiente proporción. 


AC BC AB 
DO DE 


AB em 
Como = = 2, se concluye que DE = 
DE 


1.18. 


Figura 1.88: Ejemplo 1.18 
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A a 


Si observas la figura 1.89 se deduce que si DC || AB, entonces: 


Figura 1.89: Ejemplo 1.18 


¿DCE S LBAE por ser alternos internos. 
ŽCDE = ZABE por ser alternos internos. 
ZDEC S ZBEA por ser opuestos por el vértice. 


Por el criterio A-A-A se tiene que AABE ~ AC DE y de este hecho se deduce: 


AB AE BE 
CD CE DE 


Sustituyendo se obtiene: 


Despejando obtenemos finalmente el valor buscado DE = 5 


E 
| 
| 


LIA 


Si en el triángulo ABC mostrado en la figura 1.90, DE || AB. Calcula el valor de z- 


Figura 1.90: Ejemplo 1.19 


Por la afirmación 1.7, se tiene que AABC ~ ADEC, por lo que se tiene la siguiente pro- 
porción: 

AB. AC BC 

DE= DO BC 


Sustituyendo: 
AB. (1+6)34. 5+2 
DE OS 
e iO 1 
o 3 


Despejando se tiene el valor buscado x = 4. 


1.20. 


Si en el triángulo ABC mostrado en la figura 1.91, CD es bisectriz del ángulo ACB. En- 
cuentra el valor de z. 


Por la afirmación 1.8 se tiene: 


a0 _ BO 
aD DB 
Sustituyendo: 
elo 63 
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Figura 1.91: Ejemplo 1.20 


Si resolvemos la ecuación encontramos el valor buscado: 
10 (x+ 1) = 5 (3x1 — 3) 


lOr = 150 15 


Tg 


1.21. 


¿Cuál es altura de un árbol que proyecta una sombra de 2.4 m si al mismo tiempo un 
muchacho de 1.5 m proyecta una sombra de 2.5 m? 


Podemos modelar el problema mediante la figura 1.92 


c 
x F 

1.5 
A 24 B D 25 E 


Figura 1.92: Ejemplo 1.21 


9% 


EGB —_—_—_——— o A A E 


Se afirma que AABC ~ ADEF ya que el sol proyecta las sombras tanto del árbol como 
la del muchacho con el mismo ángulo de inclinación respecto a la vertical. Por lo tanto se 
deducen las siguientes proporciones: 


AC AB pS £ _ 24 
FD DE Lo 35 


< g= 14.4 


Finalmente la altura del árbol es de 14.4 metros. 


La sombra de un monumento mide 10.6 m y la de una varilla vertical de 1 m de altura, 
situada a su lado mide en el mismo momento 40 em. ¿Qué altura tiene el monumento? 


£ 


monumento 


18.60m 


Figura 1.93: Ejemplo 1.22 


Por el criterio A-A-A se tiene que AABC ~ ACBD, de este hecho se deriva la siguiente 
proporción: 


AB AC 
CE DE 
Sustituyendo: 
1060 Er 10.60 
ES don <a 0H += T= 2000 
A 1 A 


Finalmente la altura del monumento es 26.5m. 
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Presentamos uno de los teoremas más famosos de la geometría Euclidiana, el teorema de 
Pitágoras. 


1.10. En todo triángulo rec ángulo el cuadrado de la hipotenusa es igua a la suma de los cuadrados 
ue los catetos. 


Figura 1.94: Teorema de Pitágoras 


AC” <= AB BC 


bl = a+ e? 


PRA 


== DEMOSTRACIÓN 


Si trazamos BD perpendicular a AC, obtenemos varios triángulos semejantes. Observa la 
¡figura 1.95 


Como AACB ~ AABD, entonces se cumple: 
AC _AB_CB 
AB AD BD 
De ésta proporción se deduce la siguiente igualdad: 


AC -AD=AB? (1) 
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Figura 1.95: Teorema de Pitágoras 


Como AACB ~ ABCD, entonces se cumple: 


A AR CB 
BC: PD (D 


De ésta proporción se deduce la siguiente igualdad: 


AC. 0D=B0* (2) 


Sumando las igualdades (1) y (2) obtenemos: 


AB? + BC? = AC -AD + AC -CD = AC (AD + CD) = AC AC = AC 


Finalmente se tiene la igualdad siguiente: 


AB BO -1C (1.2) 


>t TEOREMA 1.2. Teorema inverso. Si en un triángulo ABC se cumple la relación 
AB" + BO = AC", entonces ABC es un triángulo rectángulo. 
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1.23. 


Si las longitudes de los tres lados de un triángulo es la terna de números (13, 84, 85). ¿Esta 
terna define a un triángulo rectángulo? 


En efecto, si hacemos las cuentitas: 
13? + 84? = 169 + 7056 = 7225 = 85° 


La terna de números satisfacen el teorema de Pitágoras, por lo tanto la terna (13, 84, 85) si 
definen a un triángulo rectángulo. 


1.24. 


Si las longitudes de los tres lados de un triángulo es la terna de números (5,7, 10). ¿Esta 
terna define a un triángulo rectángulo? 


Si realizamos las operaciones: 


52 + 7? = 25 + 49 = 74 Æ 100 = 10? 
Como 5? + 7? % 10° se concluye que la terna (5,7, 10) no define un triángulo rectángulo. 


Surge una pregunta: 
Si la terna (5, 7, 10) no define a un triángulo rectángulo, ¿qué tipo de triángulo es? 
Para responder ésta interrogante analicemos lo siguiente: 


Como 5? + 7? = 25 + 49 = 74, el tercer lado deberá tener longitud v74 ~ 8.6 para ser un 
triángulo rectángulo. 


100 
A A A A 


Como el tercer lado tiene longitud 10 y 10 > 8.6, podemos afirmar lo siguiente. 


1. Si el tercer lado tiene longitud v74 ~ 8.6, los lados de longitudes 5 y 7 forman un 
ángulo recto y se forma un triángulo rectángulo. 


2. Si el tercer lado tiene una longitud mayor a v74 ~ 8.6, en nuestro caso 10, los lados 
de longitudes 5 y 7 forman un ángulo mayor a 90%. Por lo tanto la terna (5, 7, 10) 
definen a un triángulo obtusángulo. Observa la figura 1.96 


Figura 1.96: Ejemplo 1.24 


Al resolver el ejemplo anterior puedes darte cuenta que el teorema de Pitágoras sirve para 
averiguar si un triángulo dado es un triángulo rectángulo, obtusángulo u oblicuángulo. 


Podemos enunciar la siguiente afirmación. 


gi SN 
Entonces: 


E TEOREMA 1.3. Si ABC es un triángulo tal que AB =c, AC =b y BC =a. 


(a) ABC es un triángulo acutángulo si b? < a? + e? siendo b el lado mayor. 
(b) ABC es un triángulo obtusángulo si b? > a? + e? siendo b el lado mayor. 


(c) ABC es un triángulo rectángulo si b? = a? + e? siendo b el lado mayor. 


Consideremos ahora, algunas aplicaciones del teorema de Pitágoras. 
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“m 


Tara sostener la torre de la antena de una estación de televisión de 72 m de altura se desea 
poner tirantes de 120 m para darle mayor estabilidad; si se proyecta tender los tirantes 
Jede la parte más alta. ¿A qué distancia del pie de ésta deben construirse las bases de 
concreto para fijar dichos tirantes? 


Hacemos un dibujo que ilustre la situación. Observa la figura 1.97 


antena 


72m 


pie de la 
antena 


Figura 1.97: Ejemplo 1.24 


Si aplicas el teorema de Pitágoras al AABC, obtienes: 


x? + (72) = (120) 
a? + 5184 = 14400 
zx? = 14400 — 5184 = 9216 
a = v9216 = 96 


Por lo tanto, la distancia a la que deben construirse las bases de concreto para fijar dichos 
tirantes es 96 metros. 


1.26. 


Figura 1.98: Ejemplo 1.25 


Si aplicas el teorema de Pitágoras al triángulo ABC obtienes: 


28? + 21? = q? 
784 + 441 = q? 
2? = 1225 
a = 11225 
T5 


Finalmente concluimos que la diagonal del rectángulo mide 35 metros. 
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En la siguiente figura, AE = 7, EB = 10, AD = 14 y CB || AD. Halla la magnitud 
del segmento BC. 


2. | Si en el paralelogramo ABCD de la figura AF = 15, FC = 10 y AD = 21, encuentra 
la magnitud del segmento EC. 


3. | Sea ABC un triángulo tal que AC = 3 y AB = 2. Traza una semirecta con origen en 


B que corte al lado AC en D, de tal forma que ZABD = ZAC B. Encuentra el valor 
de AD. 
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En la figūra AC = 39, AD =a; DB = 9, DE = 1, BE = y LBDE = ABCA 
Obtén el valor de x 


Á c 


Para cada una de las figuras siguientes encuentra el valor de z, si DE || AB 


En la siguiente figura AB = AD = 12 y BC = 4. ¿A qué distancia de A debes 
colocar a P de tal manera que a = 6? 
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7. | Sea ABCD un paralelogramo con 4ABC = 120°, AB = 16 y BC = 10. Se prolonga 


CD a través del punto D hasta E de tal manera que DE = 4. Si BE intersecta a AD 
en F, calcula el valor de FD. 


8. | En la figura ABCD es un trapecio, P es la intersección de sus diagonales, AB = 8 y 
CD = 32. Si EPGF es un cuadrado, calcula la altura del trapecio ABCD. 


9. | Enel triángulo rectángulo ABC; BC = 5, AC =12 -AM =z, MN 1 AC, NP L 
| BC y N está en AB. Muestra que si y es el semiperímetro del rectángulo MCPN, 
| entonces y = 4 (144 — 72). 


B 
y P 
A M e 


10. Demuestra que dos alturas correspondientes cualesquiera de dos triángulos seme- 
jantes están en la misma razón o proporción que los lados correspondientes. 
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Un punto F' es tomado en la extensión del lado AD del paralelogramo ABCD y 
BF intersecta a la diagonal AC en E y al lado DC en G. Si EF = 32 y GF = 24, 
calcula la magnitud de BE. 


Las bisectriz interior del ángulo B y la bisectriz exterior del ángulo C del AABC 


se cruzan en D. A través del punto D, una línea paralela a C'B intersecta a AC y AB 
en L y M respectivamente. Si las medidas de LC y MB del trapecio CLMB son 5 y 
7 respectivamente, encuentra la medida de LM. 


A 


En el cuadrado ABCD, AD = 16 y DE = 12. Si M es el punto medio de AD y F 
es seleccionado en AB de tal forma que AE 1 MF, calcula la longitud de FA. 


1. Definiciones fundamentales y triángulo 107 
A A E A A 


| 14. | Si en la figura AB || DE, AB = 16, DE = 10 y AD = 6. Obtén el valor de DC 


c 


En la figura se da el ángulo C = 90°, AD = DB, DE L AB, AB = 20 y AC = 12. 
Calcula el área del cuadrilátero ADEC. 


£ 


Un rectángulo inscrito en un triángulo tiene su base sobre la base b de un triángulo. 
Si la altura del triángulo es h y la altura x del rectángulo es la mitad de su base. 


Muest = == 
a 
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En la figura siguiente X, Y y Z son puntos medios de los lados AB, BC y AC 
respectivamente. Si AB = 16 y BC = 14. ¿Cuánto vale ZY + XZ? 


B 
O 
Á Z £ 
Obtén la longitud de AB, si CD = 24 y EF = 18 
D 
F 
B 

e À E 


20. | En la figura siguiente, DB es bisectriz exterior del ángulo EBA en el triángulo 
ABC. Si AB = 6, BC = 10 y AC = 12. Encuentra la magnitud de DA. 


E 
e aa 
D Á € 
Un rectángulo de 5cm x 8cm es alargado para formar un rectángulo semejante 


cuyo lado mayor sea de 9cm. Obtén la longitud de la diagonal en el rectángulo 
alargado. 


22. | El lado de un triángulo equilátero mide 5cm. Calcula su altura. 
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23. | Las siguientes tercias de números representan los lados de un triángulo. Clasifica 
estos triángulos en rectángulos, acutángulos y obtusángulos. 


(a) (3,4,5) (e) (8,20,21) G) (5,12,13) 

(b) (9,11,14) (£) (6,8,10) (j) (15, 20, 25) 
(c) (9,12, 15) (g) (11,14,18) (k) (14, 16,22) 
(d) (5,13, 14) (h) (12,15, 19) (1) (30,40, 45) 


| 24, | Usa la figura de abajo como referencia y busca el lado que falta en los siguientes 
triángulos rectángulos. 


(a) b=15, e=4 ().b=3,.=3 (e) a=41,b=40 
(b) a =37, b= 12 (d) o= 21 e=20 H a= 130, c= 112 
a e 
b 


Si los lados de un triángulo miden 10cm, 13cm y 13cm. ¿Cuánto mide la altura 
perpendicular al lado de 10 cm? 


Si AB = y14, AC = „6 y GD = V5. ¿Cuál es el valor del segmento BD en la 


figura siguiente? 


z a. ` 


La diagonal de un cuadrado mide 8 cm. Calcula la longitud de cada lado. 
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En el semicírculo de radio v3, la cuerda AB tiene longitud v3 y es paralela a CD. 


Si O es el centro del semicírculo y OE es perpendicular a AB, encuentra la longitud 
de OE. 


é EE b 


Una caja rectangular tiene como medidas 4, 5 y 6 unidades. Calcula la longitud de 
la diagonal trazada de dos vértices opuestos. 


Í- 2 
En el triángulo rectángulo ABC ; DE || AT, AC = 6, BC = 9/5 y BD = — 


Calcula la longitud de DE. 


Un poste de 9m de altura se quiebra a 3 m de la base, quedando apoyado al suelo 
por su extremo. ¿A qué distancia de la base queda dicho extremo? 


Encuentre el área común de dos cuadrados de lado 1, donde uno se obtiene del 
otro al girar 45% uno sobre un vértice del otro. 
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33. ¿Cuál es la superficie de un cubo cuya diagonal tiene longitud a? 


HR 


34. | Encuentra el área del siguiente cuadrilátero. 


35. | En el triángulo rectángulo ABC, la altura desde el vértice C divide a la hipotenusa 


en dos segmentos, uno de longitud 2 y el otro de longitud 16. Encuentra el perímetro 
del triángulo ABC. 


36. | La hipotenusa de un triángulo rectángulo tiene longitud 10% + 1 y uno de los 


catetos tiene longitud 10%% — 1. Si la longitud del otro cateto es m - 10”, ¿cuál es el 
valor de m y n. 


37. | Una mesa tiene un hoyo circular de 12 cm de diámetro y sobre el hoyo se encuentra 


una esfera de 20 èm de diámetro. Si la mesa tiene 30 cm de altura. ¿Cuántos centímet- 
ros de distancia hay desde el punto más alto de la esfera hasta el piso? 
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La figura siguiente consiste de 100 círculos congruentes y tangentes entre si tal que 
los centros de estos círculos son colineales (se muestran sólo los tres primeros y los 


dos últimos). Si se sabe que el área total de los 100 círculos es 257, que PQ une el 
centro del primer círculo con el último y que AP, BQ son perpendiculares a PO. 


¿Cuál es la longitud del segmento AB? 


En AABC, AB = 5, BC = 7, AC = 9 y D es un punto en AC con BD = 3 
Encuentra la razón AD : DC. : 


` 


En la figura, un trapecio isósceles es inscrito en un semicírculo. Si cada uno de 
los lados iguales tiene longitud 2cm y de los lados paralelos el menor mide 7 cm. 


Determina la longitud del lado mayor. (El lado mayor es el diámetro del semicírculo! 
i 


El largo de un rectángulo ABCD es de 5 unidades y su ancho es de 3 unidades. La 
diagonal AC es dividida en tres segmentos iguales por los puntos E y F. ¿Cuál es el 


área del triángulo BEF? 


€ 
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42. | Cada lado del triángulo BCD tiene longitud 2, D se encuentra en AC y ZABC = 
90°. ¿Cuál es la longitud de AB? 


Á B. 


43. | Un cuadrado BCDF de lado 6 es dibujado en el triángulo ACE tal que F está en 
AE. Si AE es de longitud 20, ¿cuál es el perímetro del triángulo ACE? 


E 


El cuadrado mostrado tiene lados de longitud 2. ¿Cuál es el radio del círculo? 


Si la hipotenusa de-un triángulo rectángulo tiene 10cm y el radio del círculo in- 
scrito tiene 1 cm; calcula el perímetro del triángulo. 


Las tres bases a que se sujetan los cables que sirven para estabilizar la torre de una 
estación radiodifusora, están situadas a 36 m del pie de la misma. Calcula la longitud 
de los cables, si éstos se fijan en la torre a 48 m del piso. 
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Resuelve los siguientes ejercicios, escribiendo con todo detalle cada paso de tu solución. 


Sea ABC un triángulo equilátero, y considera a D, E y F puntos en los lados BC, 
CA y AB respectivamente. Si FA = 9, AE = EC = 6 y CD = 4, halla la medida del 
Z¿DEF. 


Considera un triángulo ABC y sean D, E puntos en los lados AC y BC respectiva- 


mente, de tal manera que DE corta a estos lados en los segmentos AD = 3x — 12, 
DC = 8, BE = 2v — 10 y CE = 7. Determina todos los valores de z para los cuales 
DE || AB. , 


Si en el triángulo rectángulo ABC, AC = 9cm, BC = 12cm, CD es bisectriz del 
ángulo ACB y DE || AC. ¿Cuánto vale DE? 


Una escalera de 15m de longitud está recargada en un edificio a la altura de un 
anuncio; una plomada de 2m de largo pende de la escalera y toca el piso a una 
distancia de 250 cm del pie de la escalera. Calcula la altura a la que se encuentra el 
anuncio. 


La pirámide de Keops tiene una base cuadrada de 230 m de lado. Dice la leyenda 
que Tales midió su altura observando que la sombra proyectada por la pirámide era 
de 85m desde la base y colocando su bastón de 1.46 m en el punto donde acababa 
la sombra, midió la que proyectaba el bastón, que era de 2m. ¿Qué altura tiene la 
pirámide? 


Dos postes de 20 y 80 unidades de longitud se encuentran separados 100 unidades. 
Encuentra la altura del punto de intersección de las líneas que unen lo alto de cada 
poste con el pie del poste opuesto. 
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Una regla de 2 m de largo, colocada verticalmente, proyecta una sombra de 3 m en 
el momento en que una torre proyecta una sombra de 84m. Encuentra la altura de 
la torre. 


Una persona que mide 1.72m de alto observa en momento dado que su sombra 
mide 0.65 m y que la de un edificio situado a su lado mide 8.4m. Calcula la altura 
del edificio suponiendo que las sombras de la persona y del edificio no se traslapan. 


Enel triángulo ABC-los lados son AB = 5m y AC = 7m. Sobre el lado AB se marca 
una distancia AD = 2m. ¿Cuál debe ser la longitud del segmento AE marcado sobre 
AC para que el segmento DE sea paralelo a BC? 


Las bases de un trapecio tienen 24m y 16m y los lados 6 m y 10m. Calcula los otros 
dos lados del triángulo formado al prolongar los lados del trapecio. 


Considera el triángulo rectángulo XY Z con LXYZ = 90%, VW || XY y YU es 
una altura del triángulo XY Z. Prueba que AYUZ ~ AVWZ 


x 


Y W Z 


| 12. | Considera el triángulo XY Z y sean R, T en el lado ZY, S en XY tal que RS || ZX 


2na TY RY 
RAXA TSP — = —. 
y | TS. Prueba que RT RZ 
Z 
R 
: 
x $ Y 


13. | Sean ABC y DEF dos triángulos tales que AB es perpendicular a DE, BC es 
perpendicular a EF y CA es perpendicular a FD. Demostrar que los triángulos 48€ 
y DEF son semejantes. 
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E AB O. BE 
Considera al trapecio ABCD y sea EF || AB. Prueba que n= FC 


Á B 


D £ 


Sea H, N y Q puntos medios de los lados MA, ME y AE del triángulo MAE. 
Prueba que el AHNQ ~ AEAM. 


M 


En la siguiente figura se tiene que el cuadrilátero DEBF es un rectángulo y que 
AC es perpendicular a BD. Si denotamos por A al área de dicho cuadrilátero. De- 
muestra que S = (AE) (EB) (BF) (FO). 


B 


17. | Demuestra que las medianas en un triángulo se intersectan en un punto y se divi- 
den por éste en razón 1 : 2. 


15. Demuestra que la suma de las distancias desde cualquier punto de la base de un 


triángulo isósceles hasta sus lados es igual a la altura del triángulo trazada a uno de 
los lados iguales. i 
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19. | Si el cuadrilátero ABCD es un paralelogramo. Demuestra que DE? = (EF) (EG) 


D C 


Demuestra que el segmento que une los puntos medios de los dos lados no parale- 


los de un trapecio es paralelo a las dos bases y tiene una longitud igual a la semisuma 
de las longitudes de las bases. 


En un triángulo rectángulo, cuyos lados miden a y b, se inscribe un cuadrado de 


tal manera que el ángulo recto del triángulo coincide con uno de los del cuadrado. 
4ab 


Demuestra que si P es el perímetro del cuadrado, entonces P = El 


En los catetos AC y BC del triángulo rectángulo ABC, se han construido fuera 
del triángulo los cuadrados ADKC y CEMB. De los puntos D y M se bajan las 


perpendiculares DH y MP, sobre la prolongación de la hipotenusa AB. Demuestra 
que DH + MP = AB 


AD es la altura del triángulo ABC y H es el ortocentro del triángulo. Demuestra 
que DC -DB = AD - DH: 


Un cuadrado cuyo perímetro es de 52 cm es inscrito en un cuadrado de perímetro 


68 cm. Halla la mayor distancia entre un vértice del cuadrado inscrito y un vértice 
del otro cuadrado. 


Un tanque cilíndrico que contiene aceite se encuentra tendido horizontalmente, 
tiene una longitud de 10m y un diámetro interior de 6 m. El aceite que contiene de- 


termina una superficie rectangular de 40 metros cuadrados. ¿Cuál es la profundidad 
del aceite? 


En un triángulo ABC, AC = b, AB = cy BC = a. Demuestra que la longitud de la 
mediana trazada desde C que denotamos por mg se puede calcular con la siguiente 


y 20? + 202 — (2 
2 


fórmula. mc = 
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1 En la figura 1.99 mide los segmentos AB, BC, AC y ZCAB del triángulo rectangulo 
ABC 


2 En la misma figura mide los segmentos AD, DE y AE del triángulo rectangulo ADE 


3 Usa semejanza y comprueba las siguientes proporciones 


20 DE 
40 A 
AB aD 
AC An 
BO. “DE 
AB AD 


Á B D 


Figura 1.99: Actividad 1.8 
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Como vimos en la sección de semejanza, las proporciones entre dos triángulos semejantes 
no varían, es decir, para el triángulo rectángulo mostrado en la figura 1.99 se cumplen que 
las proporciones: 


BC _ DE 
AC- AE 
AB _ AD 
AC AF 
BC _ DE 
AB- AD 


Estas fracciones son válidas si el segmento paralelo ED es colocado en otra posición, en- 
tonces podemos afirmar que las proporciones anteriores son constantes y únicamente de- 
penden del ángulo A. 


gfi 


qe 
DEFINICIÓN 1.38. Para el triángulo rectángulo ABC se definen las siguientes 


razones trigonométricas de un ángulo agudo. Observa la figura . 


y gi 
a rpa 


a b a 
seng==  (084=-=. tana = + 
g c b 
b C E 
cotæa == SECCA=> Ca = —= 
a b a 


Estas razones trigonométricas, sirven para resolver problemas prácticos que involucren 
triángulos rectángulos. 


1:27. 


¿Qué altura alcanza sobre un muro una escalera de 5 m de largo, si forma con el piso un 
ángulo de 65°? 


Podemos modelar el problema con la figura 1.101 


Figura 1.101: Ejemplo 1.27 


Si utilizamos la función seno del ángulo de 65°, podemos relacionar los datos del problema 
y la incógnita. 


senb5” = T= 5 sena. 


El valor sen 65° lo obtenemos consultando una tabla o bien ocupamos la calculadora. 


L =a 


Por lo tanto la altura buscada es de 4.53m. 
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Inténtalo 


onocimientos 


Resuelve el triángulo rectángulo ACB en cada caso. Halla los lados y los ángulos 
que no se conozcan. 


(a) a=2, A=32 (a) b = 1.241, c= 3.265 
(a) a=3, b=4 

(a) 0=3, 4 = 291 
(a) a=101, b=120 
(a) c= 6.18, B = 300 (a) b=3, A= 60° 


(a) b=13 A13} 
(a) a=4, B= 45° 


Resuelve los siguientes ejercicios, escribiendo con detalle cada paso de tu solución. 


Una escalera alcanza el borde de una ventana que está a 7.8 m del suelo y forma con 
la pared un ángulo de 29°, Halla la medida de la escalera. 


¿A qué distancia de la torre de un tanque de agua se encuentra un observador si ve 


que su cúspide bajo un ángulo de elevación de 13015: y la torre tiene una altura de 
32.5 m? 


¿Qué ángulo forma con el suelo una tabla de 175 m de largo, recargada sobre una 
pared, y que alcanza en ésta una altura de 1.60 m? 


A un papalote se le ha soltado 72.5 m de cuerda; ésta forma con la horizontal del 


lugar un ángulo de 72%. Suponiéndola extendida en línea recta, encuentra la altura 
del papalote. 


Encuentra el apotema de un polígono regular de 14 lados cuyo radio mide 16.5 cm. 


o 


3 .. 
e 
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¿De dónde viene? 


: "2 Historia 
l nombre de Geometría, que significa 
E "medida de la Tierra”, es precisamente 
la aplicación de los conocimientos ge- 
ométricos a la medida de la Tierra, necesi- 
dad que da pie a la creación de esta parte de 
la Matemática. 


Sus iniciadores fueron los egipcios, ya que 
el rey Sesostris dividió las tierras en parce- 
las cuadrangulares que se repartía entre sus 
súbditos. Si el Nilo crecía y se llevaba algu- 
na parte de ellas, los agrimensores evalua- 
ban la parte arrastrada y decidían, según lo 
que quedaba, cuánto debía pagar el dueño 
de la parcela por concepto de impuesto. 


Un paso importante se dio en Grecia con 
uno de los discípulo de Tales llamado 
Pitágoras, quien nació aproximadamente 
hacia el año 580 A.C., y quien dejó múltiples 
pruebas de los teoremas de la Geometría. 


Pitágoras de Samos (aproximadamente 
580 A.C. - 507 A.C.) fue un filósofo y 
matemático griego, famoso sobre todo por 
el Teorema de Pitágoras. Existen cerca 
de 370 demostraciones diferentes de este 
Teorema, podemos mencionar entre estas; 
aquella que aparece en la obra Chou Pei 
Suan Ching (300 A.C.), la demostración de 
Platón, Euclides, Pappus, Bhaskara, Leonar- 
do da Vinci, Garfiel (1831-1881) quién fue el 
vigésimo presidente de los Estados Unidos. 
En este capítulo presentamos una de las de- 
mostraciones de Pitágoras que fue hecha 
utilizando semejanza de triángulos. 


Después de la muerte de Pitágoras los grie- 
gos siguieron estudiando y practicando la 
Geometría. Algunos de estos estudiosos 
fueron Platón, Aristóteles e Hipócrates. 


Desde el año 600 A.C. hasta el año 300 A.C., 
el estudio de la Geometría consistió en in- 
vestigación, descubrimiento y prueba. Fue 
hasta el año 300 A.C que Euclides, uno 
de los maestros de Matemáticas de la Uni- 
versidad de Alejandría, dio a la Geometría 
un orden lógico y sistemático en su libro 
Los Elementos. Después de Euclides, varios 
geómetras han enriquecido a la Geometría 
con sus aportaciones, entre éstos destacan 
Arquímedes, Apolonio, Hiparco y Herón. 


La labor de dos grandes matemáticos- el 
ruso Lobatschewski y el húngaro Bolyai 
abrió una profunda huella en la unidad de 
las geometrías precedentes y dieron origen 
a la serie de geometrías llamadas no Euclid- 
lanas, que tanta importancia han tenido en 
la resolución de problemas actuales y so- 
bre las que se basó Einstein para describir 
el universo utilizándolas en su Teoría de 
la Relatividad. Esto provocó una radical 
transformación del antiguo concepto de la 
Geometría, relacionándola íntimamente con 
otras ramas de la Matemática 


SA 
AA 
l; i 
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Definición y clasificación de polígonos 


Nivel de actividad consciente intencional 


Entender [1] uzgar [O] 
eguntas para la in- Preguntas para la re- Pre 
ligencia: ¿Qué es un flexión: ¿Cuál es la E 
ono? ¿Qué ele- clasificación de los que si 
os y características | polígonos? ¿Qué cri- | definición 
enen los polígonos? terios se consideran y la clasific 

o para clasificar a los | polígonos? 
polígonos? o 


Muchos objetos en la naturaleza o creados por el hombre tienen forma de 
polígonos: La colmenas de abejas está formado por compartimientos hexagonales, la dis- 
posición de los pétalos de las flores es, frecuentemente, en forma poligonal, las estrellas 
de mar tienen forma pentagonal, la estructura molecular interna de la sal es una red cúbi- 
ca, que al intersectar con planos paralelos y observar la estructura bidimensional resulta 
un mosaico regular formada por cuadrados. En la arquitectura y en las artes son también 
utilizados los polígonos. 


] gi 


T p! > . ne 
ii DEFINICIÓN 2.1. Un polígono es un conjunto de puntos, el cual es la unión 


de los segmentos tales que: 


1) Cada punto extremo es el punto extremo de dos segmentos. 
2) Ningún par de segmentos se intersecta excepto en un punto extremo. 
3) Ningún par de segmentos con el mismo punto extremo son colineales. 


DEFINICIÓN 2.2. Los segmentos se llaman lados del polígono. Los puntos 
extremos se llaman vértices del polígono. 
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En la figura 2.1 se muestran diversos polígonos. 


Figura 2.1: Polígonos 


DEFINICIÓN 2.3. Lados adyacentes del 
que comparten un vértice. Se dice 
mismo lado. 


polígono son aquellos pares de lados 
que dos vértices son adyacentes si son puntos extremos del 


le 


la 


DEFINICIÓN 2.4. Dos ángulos de un polígono son ángulos adyacentes si 
sus vértices son adyacentes. 


En la figura siguiente: 


vértices > 
adyacentes 


ángulos 
adyacentes 


m 


À 


lados adyacentes 


Figura 2.2: Partes de un Polígono 
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En la figura 2.1 se muestran diversos polígonos. 


Figura 2.1: Polígonos 


Pest 


que comparten un vértice. Se dice que dos í 
mismo lado. 


-DEFINICIÓN 2.4. Dos á 


ngulos de un polígono son ángulos adyacentes s 
Sus o son adyacentes. 


En la figura siguiente: 


vértices 
adyacentes 


ángulos 
adyacentes 


m 


Á 


lados adyacentes 


Figura 2.2: Partes de un Polígono 
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1) AE y AB son lados adyacentes. 
2) E y D son vértices adyacentes. 
3) LDCB y ZCBA son ángulos adyacentes. 


yl 
crea! 4 


DEFINICIÓN 2.5. Si se extiende cada uno de los lados de un polígono y las 


Sensiones no intersectan a otro lado, el polígono es un polígono convexo, en caso contrario se 
==mará polígono no convexo o cóncavo. 


polígono convexo poligono no convexo 


Figura 2.3: Convexo y Cóncavo 


Clases de Polígonos. Según sus lados se clasifican en: 


Triángulo si y sólo si tiene 3 lados. Decágono si y sólo si tiene 10 lados. 
Cuadrilátero si y sólo si tiene 4 lados. 
Pentágono si y sólo si tiene 5 lados. 
Hexágono si y sólo si tiene 6 lados. 
Heptágono si y sólo si tiene 7 lados. 


Endecágono si y sólo si tiene 11 lados. 
Dodecágono si y sólo si tiene 12 lados. 
Pentadecágono si y sólo si tiene 15 lados. 


Octágono si y sólo si tiene 8 lados. Icoságono si y sólo si tiene 20 lados. 
Eneágono si y sólo si tiene 9 lados. n-ágono si y sólo si tiene n lados. 
ontágono heptágono dodecágono 


Figura 2.4: Clasificación por lados 
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DEFINICIÓN 2.6. Un polígono es equilátero si tiene sus lados iguales. 
1) Un polígono es equiángulo si tiene sus ángulos iguales. 
2) Un polígono es regular si es equilátero y equiángulo. 


i Gi 7 a 2 e 
n DEFINICIÓN 2.7. Un diagonal de un polígono es un segmento cuyos puntos 


extremos son vértices no adyacentes del polígono. 


Figura 2.5: Diagonales de un poígono 


En la figura 2.5 ABCDE es un polígono de 5 lados; A, B, C, D, E son los vértices del 
polígono; ŻA, ZB, ZC, ZD, ZE son los ángulos del polígono. AD y AC son todas las 
diagonales trazadas desde A 


Observa que el entender las partes y definiciones de un polígono te ayudan 
a resolver problemas de ensamblaje de piezas como por ejemplo, cuando un ingeniero 
civil realiza la construcción de una calle adoquinada, o date cuenta cuando juegas futbol, 
como está formado el balon por medio de de varios polígonos. Para complementar ésta re- 
flexión, toma un grano de sal y determina que forma tiene, rómpelo y observa con cuidado 
su forma polígonal, expone con tus compañeros tus conclusiones sobre la configuración 
geométrica que tiene la sal (consulta que es un cristal). 
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A A A A A A A e A 


Ángulos de un polígono 


Nivel de actividad consciente intencional - 


- Entender [1] Juzgarl[O] 
guntas para la in- Preguntas para la re-| 
gencia: ¿Qué tipos flexión: ¿Qué relación | 
ángulos existen en un | existe entre las medidas 
olígono? de los ángulos de un 
polígono, con el número | 
de lados de éste? o 


DEFINICIÓN 2.8. Ángulos internos o interiores de un polígono son los forma- 
dos por cada dos lados consecutivos. 


Angulos externos o exteriores de un polígono son los ángulos adyacentes a los interiores, obtenidos 
prolongando los lados en un mismo sentido. Un ángulo externo de un polígono es adyacente y 
suplementario a un ángulo del polígono. 


En la figura 2.6, LJAB es ángulo interior y ZJAK es un ángulo exterior. 


Figura 2.6: Ángulo interior y exterior de un hetágono 


(n— 2). 


~ DEMOSTRACIÓN Consid 


eremos al siguiente polígono de n lados. 
(n — 2) diagonales y por lo t 


Es claro que tiene anto se pueden formar (n — 2) trángulos. 


pa 


= ~ DEMOSTRACIÓN Sean 11,12, Las: la lOs ángulos internos 
del polígono de n lados. Entonces ij + iz + l3 +... +, = 1800 (n — 2). 


# 
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Figura 2.8: Ángulos externos e interiores de un polígono 


Si e1, €2, €3, .. . , €n son los ángulos externos de este polígono, se cumple lo siguiente: 
1 +e1= 180% 
iz + es = 1800 
13 T €3 = 180° 
in + en = 180° 
Sumando las ecuaciones, se obtiene: 
(i tistis +. Fin) + (01 +e9+e3+...€n) = 1807 
e + e2 + e3 +... en = 180 (iF Fiste. + ón) 


Como i1 + iz + i3 +... +i, = 180° (n — 2), obtenemos: 
e1 + €z + e3 +... en = 180°n — 180° (n — 2) = 180°n — 180°n + 360% = 360°? 


e1 + ez + e3 +... en = 360% 


DEFINICIÓN 2.9. Polígonos Regulares. Se llama centro de un polígono 
regular al centro común de sus circunferencias inscrita y circunscrita. 
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Figura 2.9: Centro de un polígono regular 


En la figura 2.9, O es el centro del heptágono. 


SEIS 


k 


H 
i 
í P ; 


i 
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DEFINICIÓN 2.10. Radio de un polígono regular es el segmento que une el 
centro con un vértice del polígono; es también el de la circunferencia circunscrita. 


Figura 2.10: Radio de un polígono regular 2 


En la figura 2.10, OA es el radio del hexágono. 


DEFINICIÓN 2.11. Se llama ángulo central de un polígono regular al que 
| arman dos radios que pasan por dos vértices consecutivos. 
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Figura 2.11: Ángulo central de un polígono regular 


En la figura 2.11, 4BCO es un ángulo central del octágono. 


a mA E al 
Kimm DEFINICIÓN 2.12. Apotema de un polígono regular es el segmento perpen- 


dicular trazada desde el centro del polígono a uno de sus lados. La apotema es el radio de la circun- 
ferencia inscrita en el polígono. 


Figura 2.12: Apotema de un polígono regular 


En la figura 2.12, OH es la apotema del hetágono, sin embargo la apotema puede trazarse 
a cualquier de los seis lados. 


2.3. Para un polígono regular de n lados se cumple: 
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; ; 360° 
1 Cada ángulo central x es igual a —. 
n 


180° (n — 2) 


2 Cada ángulo interno i es igual a 
n 


; : 360° 
3 Cada ángulo externo e es igual a —. 
n 


4 La suma de los ángulos internos es igual a 180% (n — 2). 


5 La suma de los ángulos externos siempre es igual a 3600 


| 


Si un ángulo externo de un polígono regular es de 30%, encuentra 


(a) La medida de un ángulo interior. 
(b) El número de lados del polígono. 
(c) La medida de un ángulo central. 


Como un ángulo exterior e = 30°, podemos dibujar el siguiente diagrama. 


Figura 2.13: Ejemplo 2.1 


(a) Es claro que el ángulo interior i = 150°. 
180% (n — 2) 
n 


(b) Como i = 
180° (n — 2) 
n 
150n = 180 (n — 2) 


150° = 


S resolvemos la ecuación obtenemos n = 12, es decir el polígono tiene 12 lados. 
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(a) Como n = 12, cada ángulo central x mide z = E = 0 


Finalmente el polígono buscado queda así: 


Figura 2.14: Ejemplo 2.1 


Como podrás reflexionar el tipo y la forma de como calcular el ángulo de 
un polígono es indispensable en el diseño de construcciones arquitectonicas, como por 
ejemplo, el edificio que controla el ejercito de USA, el pentágono. 


Recorta varios triangulo, cuadrados, pentagonos y hexagonos, todos con lados de 2cm, ahora trata 
de llenar sin empalmar una hoja de tu cuaderno, explica a tus compañeros que ángulo interno de 
tus polígonos es el más fácil para llenar la hoja y cual fue el más difícil. 
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Usa la información de la figura y encuentra el valor del ángulo x. 


(a) Figura uno. (b) Figura dos. 


Si ABCDE es un pentágono regular, encuentra el valor del ángulo a. 


D 


En la figura, ANGLE es un pentágono regular, SEAT es un cuadrado y OAT es un 
triángulo equilátero. Determina la medida del ZTON. 


— 


4. | Los lados de un polígono regular de n la dos n > 4, son extendidos hasta formar 
una estrella. ¿Cuál es el valor del ángulo en cada pico de la estrella? 
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Sea S la suma de los ángulos interiores de un polígono P en el que cada ángulo 
interior es 75 veces el ángulo exterior. Calcular S 


ABCDE es un pentágono regular, P es un punto dentro de ABCDE tal que PED 
es un triángulo equilátero. ¿Cuál es la medida del ángulo AP B? 


Los puntos medios de tres lados de un cubo son marcados con A, B y C como 
muestra la figura. ¿Cuál es la medida del ZABC? 


[ 8.) Parte de una “estrella regular de n picos” es mostrada. Esta figura es un simple polígono 
cerrado en el que todos los 2n lados que forman los picos son congruentes, los ángu- 
los 41, 42,..., A, son congruentes y los ángulos B,, Bo,..., B, son congruentes. Si 
el ángulo agudo A; es 10 menos que el ángulo agudo B. ¿Cuál es el número de 
picos de la estrella? 
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En la siguiente figura AX y DY son paralelos. ¿Cuál es la suma de las medidas de 
los ángulos a, b, c y d? 


En la figura ABCDE'es un pentágono regular y BCGF es un cuadrado. ¿Cuánto 
vale el ángulo FAC? 


En la figura ACEG es un paralelogramo y BCDFGH es un hexágono regular tal 
que CG = 10. Encuentra el valor de AH 


Un octágono regular es formado al cortar triángulos isósceles congruentes en cada 
esquina de un cuadrado de lado 1. ¿Cuál es la longitud de cada lado del triángulo? 


15. | Calcular el área de un pentágono regular, si la longitud de la apotema es 15 


F| 


El área de un hexágono regular es 6v3. Encuentra la longitud del lado del hexágono. 


15. Un hexágono regular es inscrito en un círculo de radio 10. ¿Cuál es su área? 
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Un hexágono regular ABCDEF tiene lados de longitud 2cm. El punto medio de 
AB es M. ¿Cuál de los siguientes segmentos tiene longitud y13cm? 


A) BD D) FM 
B) BE 
p C) EM E) Ninguna de estas 
a M B 
F C 
E D 


En la figura, ABCDEF es un hexágono regular, O es su centro, LOPB = 90% y M 
es la intersección de AC y OP. Si MC = 8. ¿Cuánto mide AB? 


Para un triángulo equilátero, calcule: 


a) La longitud de un lado, si su radio es 30 
b) La longitud de la apotema, si su radio es 28 
c) Su radio, si la longitud de un lado es 24 


d) La longitud de un lado, si la longitud de la apotema es v3. 


| 19. | El área de un círculo inscrito en un hexágono regular es 1007. ¿Cuál es el área del 
hexágono? 


20. | Un polígono regular de n lados es inscrito en un círculo de radio R. Si el área del 
polígono es 3R?. ¿Cuál es el valor de n? 
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En la figura, seis círculos de radio 1 son acomodados de tal forma que cada círculo 
es tangente a otros dos y el séptimo círculo de radio 1 es tangente a cada uno de los 
otros seis. ¿Cuál es el área de la región sombreada? 


Un triángulo equilátero y hexágono regular tienen igual perímetro. ¿Cuál es el área 
del triángulo, si el área del hexágono es 120? 


ABCDE es un pentágono inscrito en un círculo, tal que AC es paralela a ED y 
ZABE = 20°. Si AD y CE se intersectan en un punto X. ¿Cuál es la medida del 
ángulo AXC? 


En el siguiente hexágono regular, el punto O es su centro. ¿Cuál es la razón de las 
áreas del hexágono y de la región sombreada? 


En la figura se muestran un pentágono regular y un hexágono regular que se 
traslapan. ¿Cuál es el valor del ángulo 2? 
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Para un polígono regular de n lados con n = 7, 9, 12, 15, 17, 24, 30, 38, 45., calcula: 


a) La medida del ángulo central. d) La suma de los ángulos internos. 
b) La medida del ángulo externo. e) La suma de los ángulos externos. 


c) La medida del ángulo interno. 


Si un ángulo externo de un polígono regular mide 40°, calcula: 


a) La medida del ángulo central. c) La medida del ángulo interno. 


b) El número de lados. 


Si un ángulo interno de un polígono regular mide 165°, calcula: 


a) La medida del ángulo externo. c) El número de lados. 


b) La medida del ángulo central. 


Identifica el polígono regular tal que: 


a) Su ángulo central mide 45°. d) Su ángulo externo mide 36°. 


e) Su ángulo interno es congruente con 


b) Su ángulo central mide 60°. E 
su ángulo central. 


c) Su ángulo externo mide 120°. f) Su ángulo interno mide 150”. 


En la construcción de un vitral, un artesano requiere cubrir un espacio que tiene 
forma de un polígono regular cuyos ángulos internos suman 1980". 


a) ¿Cuántos lados tiene el polígono? 


b) ¿Cuál es el total de diagonales diferentes, que pueden trazarse en el polígono? 


La suma de las medidas de los ángulos interiores de un polígono regular es 3240”. 
a) ¿Cuál es la medida del ángulo central? 


b) ¿Cuál es el número de lados del polígono? 


c) ¿Cuál es la medida del ángulo interno? 


La suma de las medidas de los ángulos interiores de un polígono regular es 5040”. 
a) ¿Cuál es la medida del ángulo central? 


b) ¿Cuál es el número de lados del polígono? 


c) ¿Cuál es la medida del ángulo interno? 
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Mc „i 
K DEFINICIÓN 2.13. Se llama circunferencia al conjunto de todos los puntos del 


plano que equidistan de otro punto fijo llamado centro. 


Se llama círculo al conjunto de los puntos interiores a la circunferencia. 


DEFINICIÓN 2.14. La distancia que se recorre al moverse sobre la circunferen- 
ca, volmendo al punto de partida, se llama longitud de la circunferencia 


E 
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l J 


tangente 


secante 


Figura 2.15: Partes de un círculo 


Radio.- Cualquier segmento que une un punto cualquiera de la circunferencia con su cen- 
tro (CA) 


Ángulo central.- Ángulo formado por dos radios (LAC B) 
Arco.- Es una porción de la circunferencia y se representa con el símbolo N (arco AD) 
Semicircunferencia.- Arco igual a la mitad de la circunferencia (DAB) 


Semicírculo.- Porción del plano comprendida entre un diámetro y la semicircunferencia 
correspondiente. 


Cuerda.- Segmento determinado por dos puntos de la circunferencia (EF) 
Diámetro.- Cuerda que pasa por el centro; es igual a la suma de dos radios (DB) 
Secante.- Cualquier recta que corta a la circunferencia en dos puntos (GH) 


Tangente.- Cualquier recta (TJ) que toque a la circunferencia en un punto y sólo uno; al 
punto P se le llama punto de tangencia 
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del círculo. 


o 


Figura 2.16: Ángulo central. 


El ángulo central ZAOB de la figura 2.16, se mide por su arco AB, es decir está formado 
por dos radios. 


ZAOB = AB 


En ocasiones se dice que el ángulo central LAOB se mide por su arco AB. La igualdad 
no debe leerse: “el ángulo 4AOB es igual al arco AB”, porque ángulo no puede ser igual 
a un arco. De modo análoga, no debes confundir el número de grados en un arco con la 
longitud del arco. El grado no es una unidad de longitud, veamos el siguiente ejemplo 
para aclarar esta situación. ` 


Figura 2.17: Ángulos centrales. 


En la figura 217 ZAOB = ¿COD = 60% 
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Esto significa que para llegar del punto A al punto B es necesario girar 600, analogamente 
para llegar del punto C al punto D es necesario girar los mismos grados. Se observa tam- 
bién que el arco CD es mayor al arco AB, y en adelante cuando se diga el arco AB se debe 
entender como el número de grados y no la longitud del arco. 


y 
4 
i 
Í 


En la figura AB = 30°. ¿Cuál es la medida del ángulo AOB? 


Usando la definición de ángulo central. 


ZAOB = AB = 30° 


Figura 2.18: Ejemplo 2.2 


Ángulo Inscrito es el angulo formado por dos cuerdas que parten de un mismo punto de 
la circunferencia. 


Los ángulos ABC y GFE de la figura 2.19 son ángulos inscritos. 


Figura 2.19: Ángulo inscrito. 
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2.4. Todo ángulo inscrito en una circunferencia es igual a la mitad del central que comprende el 
mismo arco. 


ZABC =1/A0C 


Figura 2.20: Afirmación 2.4 


= DEMOSTRACIÓN Consideremos los siguientes casos: 
CASO 1 Cuando uno de los lados del ángulo es un diámetro. 


Figura 2.21: Ángulo inscrito con un diametro 
Se tiene que OB = OC ya que son radios. 


=> ZOBC = OCB ya que AOBC es isósceles. 


ZAOC =2/0BC =2LABC 
ZABC =14AOC 


=> 


ZAOC = ZOBC + ZOCB ya que ZAOC es un ángulo exterior para el AOBC. 


Como Z AQC = AC, entonces finalmente ZABC = LAC 
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CASO 2 Cuando el centro del círculo se encuentra en el interior del ángulo. 


Figura 2.22: Centro del circulo en el interior del ángulo. 


Si trazamos el diámetro BD se tiene: 


Figura 2.23: Caso 2 


Por el caso 1 se tiene a = ŁAD y B = DC 
> a Po ADO 
=> a+f8=LAD+ DC) =1AC 
Como a: + 8 = ZABC, se tiene ZABC = LAO 


CASO 3 Cuando el centro del círculo está en el exterior del ángulo. 
A 
ba 


B 
Figura 2.24: Centro del circulo en el exterior del ángulo. 
Si trazamos el diámetro BD tenemos: 
ZABD= AD 


~ 


¿CBD = ¿CD 
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Figura 2.25: Centro del circulo en el exterior del ángulo ABC 


> ZABD-4CBD=AD-1CD 
=>  ZABD-CBD=H(AD-C0D)=1A40 


Como ZABD — ZCBD = ZABO, se sigue que ZABC = AC 


=- DEMOSTRACIÓN ZABD= ZBDC por ser alternos-internos. 


AD y 4BDC = 1BC por ser ángulos inscritos. 
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Angulo semi-inscrito es el angulo formado por una cuerda y el rayo tangente en uno de sus 
extremos. 


Los ángulos ABC y DEF de la figura 2.27 son ángulos semi-inscritos. 


2.6. Todo ángulo semi-inscrito en una circunferencia es igual a la mitad del ángulo central que 
abarca el mismo arco. 


Figura 2.28: BAC es ángulo semi-inscrito 
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e 


A == 
= DEMOSTRACIÓN  Tracemos una recta CK paralela a BA. 


Figura 2.29: Demostración de ángulo semi-inscrito. 


ZABC = ZBCK por ser alternos internos. 
ZBOR = TRR por ser ángulo inscrito 
BE = BC por la afirmación anteror 

=> ZBOR =l Bk = /ABC 

=> e a 

= 


Angulo Interior es el ángulo cuyo vértice es un punto interior de la circunferencia. 


Los ángulos AED y FKJ son ángulos interiores. 


D 


Figura 2.30: Ejemplo 2.4 
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2.7. Todo ángulo interior es igual a la semisuma de los centrales correspondientes a los arcos abar- 
cados por dicho ángulo y por su opuesto por el vértice. 


ZAED = 3 (AD + BO) 


D 


Figura 2.31: Semisuma de los ángulos centrales. 


Figura 2.32: Cuerda en CD 


ZAQD= LAD 
Z2BDC= BC 
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E HH 


ZAED = ZACD + ZBDC ya que ZAED es 
ángulo exterior del AEC D. 


>  ZAED=ZACD+ BDC =¿AD+1BC 
> ZAED=}AD+ŁBĈ =} (AD + BO) 
Por lo tanto LAED = 3 (4D + BC) 


Ángulo Exterior.- Es aquél cuyo vértice es un punto exterior de la circunferencia. 


A 


] 


| Los ángulos ACE, ABD y ABC son ángulos exteriores. 


a b) 


Figura 2.33: Ángulo exterior 


2.8. Todo ángulo exterior cuyos lados cortan o son tangentes a la circunferencia es igual a la semid- 
iferencia de los ángulos centrales correspondientes a los arcos abarcados por sus lados. 


Con forme a las figuras de la imagen 2.33 se tiene: 


=LACE=3(b-a) b)=ZABD =3 (6-4) c)=ZABC=3(b-aá) 


4 


A 
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2 DEMOSTRACIÓN Consideremos el caso del ángulo exterior forma- 


do por dos secantes. Si trazamos la cuerda BE, se tiene. 


~ 


ZBED=1BD= la, 
ZABE = ZACE+ZBED 
= ZACE=ZABE- BED 


Figura 2.35: Ángulo recto en un circulo. 
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=- DEMOSTRACIÓN Es claro que AC = 180 


= ZARCO 
S Ae 180%: 
> AABO = 00 


m == DEMOSTRACIÓN 
ZO = 

4 DAC = 
Por lo tanto LABC = ZDAC 


wie NIe 
a) 2) 


211. Los segmentos tangentes desde un punto externo a un círculo son congruentes. 
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Figura 2.37: Segmentos tangentes. 


=- DEMOSTRACIÓN 


LABO = 
ZACB = 


y es isósceles. — 
Por lo tanto AB = AC 


ss 
27 
30 


Figura 2.38: Mediatriz en un circulo 


2.13. La perpendicular trazada por el centro de un círculo a una cuerda biseca la cuerda y 
subtendidos. 


2.14. Si una recta es perpendicu ar a un radio en la extremidad del radio, la recta es tangente al 
círculo. 


2.16. Todo triángulo es cíclico (Un polígono es llamado cíclico si todos sus vértices se encuentran 
sobre el mismo círculo). 
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En la figura 


R 


WS biseca a ZRST, RS = 120° y WR = 62, 


Encuentra: 


a) ZTKS. 
b) TS. 


Usando el ATKS tenemos: 
LTS W+RTS+ZTKS = 180°. 


=> LTK8=180" AW —=2PS 
=>  ZTKS=180% — 31% — 60% = 890. 


b) Si observamos la siguiente figura y usamos el triángulo TSR. 
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LRTS + 4TSR+LTRS = 180". 
=>  L¿TRS=180 — ZRTS — LTSR. 
=> ZTBS=180" — 60° — 62° = 58°. 
Como TRI = TS = 5%. 
=> e=. 


Finalmente ZTK S = 89 y TS = 116°. 


| 
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ZHEA = 75° ya que AH = 1500. 


ZEAB=1BE= 1 (80%) = 40°. 


ZHEA = ZEAB +a 
A =A 
=>" TAO 

a = 350 


En la figura 


70%. Encuentra el valor del arco CD. 


a = 48? y EF 


Si trazamos la cuerda FC, se tiene. Sr 
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a =4DFO + ZEOF: 
> Ap e PrO O. 
ZA APPO A ae. 
> ZDF =13° 


DC. Por lo tanto DC = 260. 


| Hallar AE si EB = 4, CE = 8y ED =5. 


ZCAB =/CDB =OP. 


2 f ZACD=ZABD=1AD. 


ja 
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GEA = BED: 
Por el criterio A-A-A, ACEA ~ ABED. 


GR =GA EA 
BE BD ED 
B- BA 

4 


=> 


5 
=e e = dd 
4 
Por lo tanto EA = 10. 


En el medio encontraras muchas aplicaciones del círculo y la circunferencia, 
desde una llanta hasta un engrane, en todos ellos es muy importante el conocer los ángu- 
los, por ejemplo, en una carreta las llantas traseras son más grandes que las delanteras, la 
pregunta sería, ¿cual de las llantas gira más, las delanteras o las traseras? 


Comenta en forma grupal tus observaciones de las llantas de la carreta, y expone tus comentarios. 
Consigue también un engrane cualquiera y trata de medir a que ángulo se encuentra cada diente 


de otro, a eso se le conoce como ángulo de paso y esto hace que el engrane vaya más rápido o 


más lento, comenta con tus compañeros el ángulo encontrado y determinen que engranefueel más 
rápido del grupo y cual también, fue-el mástento. 
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Si se sabe que AB y CD son cuerdas tal que AB || CD. ¿Cuál de las siguientes 
afirmaciones es cierta? 
L- AC= BD HI- AB = BD 
I- AB = CD IV.- AB = AC 


p 
w 


En la figura 4BAE = 45° y LEAD = 40°. Encuentra los valores de los ángulos DBE 
y BED. 


| 3. | Un círculo de radio 10 unidades tiene su centro en el vértice C de un triángulo 


equilátero ABC y pasa a través de los otros dos vértices. El lado AC es prolongado a 
través de C e intersecta al círculo en D. Hallar el número de grados del ángulo ADB. 
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En la siguiente figura AB es diámetro, halla la medida de los ángulos 1, 2,3, 4,5 y 6 


Si ZDAB = 30% ZADC = 28* y AD es el diámetro del círculo. Encuentra el número 
de grados del arco BC. 
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En la figura A, B y C son tres puntos sobre el círculo con centro en O. Suponga que 
OA = AB = 2y el ángulo OAC es de 10”. Determine la longitud del arco BC. 


£ 
A 
B 


En el círculo las cuerdas forman un triángulo tal que AB = BC. Si ZABC = 30° y 
AC??FD, encuentra el ángulo m. 


F 
A 
E 
č 


Considere un triángulo obtusángulo isósceles con 4ABC = ZACB inscrito en un | 
círculo. En los puntos A y B son dibujadas dos tangentes que se intersectan en D. Si 
suponemos que 3ZABC = ZBDC, calcular el valor del ángulo BAC. 


| 11. | Dos cuerdas se intersectan en un círculo de tal manera que una de ellas queda 


dividida en segmentos de 6 y 8 unidades por la otra cuerda. Si uno de los segmentos 
de la segunda cuerda es 4, ¿cuál es la magnitud del otro segmento de cuerda? 


12 Un punto P está fuera de un círculo, a 13cm del centro. Una secante trazada desde 


P corta la circunferencia en Q y R de tal manera que el segmento externo de la 
| secante PQ es de 9cm y QR = 7. Encontrar el radio del círculo. 
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| 13. | Enel triángulo ABC, ZACB = 50° y ZABC = 70°. Sea D el pie de la perpendicular 
trazada desde A al lado BC y O es el centro del círculo circunscrito al triángulo ABC. 


Si E es un punto en el círculo diametralmente opuesto al punto A, encuentra el valor 
del ZDAE. 


Sean D, E y F los tres puntos de tangencia del círculo inscrito al triángulo ABC. Si 
ZCAB = 32", hallar la medida del ángulo DFE. 


y 


En la figura, CD es el diámetro de un semicírculo con centro en O. Si AB = OD y 
ZEOD = 60°, calcula la medida del ángulo BAC. 


Hallar la medida del ángulo x que se señalae la figura n E 
22 
Los centros de dos círculos de radio 1 son los vértices adyacentes de un cuadrado 


de lado 1. Encuentra el área de la intersección de los dos círculos y el cuadrado. 
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A) Calcule ZBOC si AB = 84° y AĈ = 140°. 


B) Calcule AC si AB = 84° y ZBOC = 165° 


y» 
(wad 
e) 


Encuentra los valores de x e y si BC = y, AC = 22 y BD = 3r +10. 


po 


Encuentre los valores de x e y si AB = ADEC =Y AGB =34 Y DO= 227 


— € "ee 


Pe i a OSN sA s% 
Calcular x e y si BC = 2g, BD = 3z, DE = 2z +16, CE =x y LBAD =y. 
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Calcular x e y si AB es tangente al círculo en P, PEC= a LCP PD =4 LPCD= 
40° y ZPAC =y. 


Si AP y AQ son tangentes al círculo que se intersectan en A, Z4POQ = 140°, PEQ = 
x y ZPAQ = y. Encuentra los valores de xe y. 


Si X es la intersección de la cuerda AC y la cuerda DB en un círculo, de tal manera 
que ZAXB = 75* y el arco AD es 90°. Hallar la medida del arco BC. 


Si CO = 2, AB = 8 y OA = OB. Encuentra CD. 
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En la siguiente figura el círculo C, con centro en A y el círculo Cz con centro en 
B son tangentes entre si. Sean P y Q los puntos de tangencia de Cı y Cz con una 
recta que es tangente común a los círculos. Si O es el punto de intersección de ésta 
tangente con la recta que pasa por A y B, donde OP = 12cm y AP = 5cm. ¿Cuántos 
centímetros mide PQ? 


En la figura; el círculo C4 con centro en O tiene radio 10 y es tangente al círculo C2 


con centro en P y radio 4. Consideremos a QT tangente al círculo C en T y al dibujar 
,la línea intersecta a C en los puntos A y B. Calcular (TA) (TB). 


Hallar el valor de BC si AD = 24, AE = 16, CD = 25, DE = 20 y BD es bisectriz 
del ángulo ADC. 
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Los círculos C4 con centro en P y Cə con centro en Q ambos de radio r, son inscritos 
en un triángulo rectángulo ABC como muestra la figura. Si AB = 6, BC = 8 y los 
puntos D y E trisecan a PQ. Calcular el radio r de los círculos. 


Un círculo de 5 unidades de radio, tiene dos diámetros CD y AB perpendiculares. 
ma cuerda CH de 8 unidades de longitud corta a AB en K. Encuentra la longitud 
de AK y BK. 


En la siguiente figura PE = 5v3, BC = 22 y PD = 343. Si P es el centro del 


círculo, calcula la medida de la cuerda AB. 


Consideremos el triángulo ABC y una recta tangente al círculo circunscrito al 
triángulo que pasa por A. Sea DE un segmento paralelo a la recta tangente. Si AD = 
6, AE = 5y EC =7. ¿Cuánto mide BD? 


A 


En un círculo con centro O la cuerda AB es igual a la cuerda AC, la cuerda AD 
corta a BC en E. Si AC = 12 y AE = 8, encuentra la longitud de AD. 
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En la siguiente figura las rectas AN, AM y BC son tangentes al círculo y la longitud 
de AN es 7. ¿Cuál es el perímetro del triángulo ABC es: 


N 
B 
A CA M 


En el triángulo ABC, se sabe que AB = 130, AC = 200 y BC = 260. Un punto D es 
seleccionado en BC tal que los círculos inscritos en los triángulos ABD y ADC son 
tangentes al lado AD en el mismo punto. Encuentra la magnitud de BD 


LOs 


36. | Si AP es una altura del triángulo ABC y Q es un punto en BC tal que ZBAQ = 
CAP. Demostrar que pasa por el circuncentro del triángulo ABC 


MN 
8 3 P $ 


El triángulo ABC es rectángulo en B y tiene 50cm? de área. D es el punto medio 
de BC y AB = 12.5cm. Los arcos BC y CD son semicircunferencias. ¿Cuál es el área 
de la zona sombreada? 
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Resuelve los siguientes ejercicios, escribiendo con detalle cada paso de tu solución. 


En la figura siguiente se tiene que O es el centro de la circunferencia, C es el punto 
medio de AE y ADL DE. Prueba que (40) (AD) = AC? 


2. | En la figura ACD es un arco de un círculo y CD es mediatriz de la cuerda AB. Si 
CD = 18 y AB = 12, encontrar el área del círculo completo. 


£ 


En el triángulo ABC, AB = 1, BC = 2 y ZABC = 72. Se rota el triángulo ABC 


en el sentido de las manecillas del reloj fijando el vértice B, obteniendo el triángulo 
A'BC".Si A, B y C' son colineales y el arco A4' es descrito por A durante la rotación. 
¿Cuánto vale el área sombreada? 


£ 
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Los vértices de un triángulo equilátero de lado 2 son los centros de tres círculos de 
radio 1. ¿Cuál es el área dentro del triángulo que no es cubierta por cualquiera de 
los tres círculos? 


Tres círculos son mutuamente tangentes externamente. Los centros de estos círculos 
forman un triángulo cuyos lados son de 8, 9 y 13 unidades. Encontrar el área total 
de los tres círculos. 


En la figura ABCD es un cuadrado donde C y D son puntos en el círculo cuyo 
centro es O. Si la cuerda EF tiene longitud 10, DB intersecta al círculo en G y AB = 


í 
6, calcular —. 
, calcular pa 


Si un triángulo equilátero de lado x es inscrito en un círculo, prueba que el área del 
i Tr? 
círculo es Ta 


Un triángulo tiene lados de longitud 3, 4 y 5 unidades, respectivamente. Encontrar 
el radio y el área de la circunferencia inscrita al triángulo. 


En una circunferencia de centro O y radio 1, se marcan los puntos A, B, C y D sigu- 
iendo el sentido horario. Si LAOB = 120°, ZBOC = 60° y LCOD = 150°. Calcular 
el área del triángulo ABC 


10. | La hipotenusa de un triángulo rectángulo tiene 10cm y el radio del círculo inscrito 
tiene 1cm. Encuentra el perímetro del triángulo. 


11. | Los puntos A, B, C están sobre la circunferencia de un círculo Y. La tangente en 


A y la secante BC se cortan en P. Si B está entre C y P, BO = My PA = 1048, 
encuentra la longitud de PB. 


o 
o 
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¿De dónde viene? 


Historia 
a historia * de la trigonometría se re- 
1 monta a las primeras matemáticas 
conocidas, en Egipto y Babilonia. Los 
egipcios establecieron la medida de los 
ángulos en grados, minutos y segundos. 
Sin embargo, hasta los tiempos de la Gre- 
cia clásica no empezó a haber trigonometria 
en las matemáticas. En el siglo JI a.C. el 
astrónomo Hiparco de Nicea compiló una 
tabla trigonométrica para resolver triángu- 
los. Comenzando con un ángulo de 71” y 
yendo hasta 180” con incrementos de 71”, la 
tabla daba la longitud de la cuerda delimi- 
tada por los lados del ángulo central dado 
que corta a una circunferencia de radio r. 
Esta tabla es similar a la moderna tabla del 
seno. No se sabe con certeza el valor de r 
utilizado por Hiparco, pero sí se sabe que 300 
años más tarde el astrónomo Tolomeo uti- 
lizó r = 60, pues los griegos adoptaron el 
sistema numérico sexagesimal (base 60) de 
los babilonios. 


Tolomeo fue el autor del que hoy se conoce 
como teorema de Menelao para resolver 
triángulos esféricos, y durante muchos sig- 
los su trigonometría fue la introducción 
básica para los astrónomos. Quizás al mis- 
mo tiempo que Tolomeo los astrónomos de 
la India habían desarrollado también un sis- 
tema trigonométrico basado en la función 
seno en vez de cuerdas como los griegos. 
Esta función seno, al contrario que el seno 


utilizado en la actualidad, no era una pro- 
porción, sino la longitud del lado opuesta 
a un ángulo en un triángulo rectángulo de 
hipotenusa dada. Los matemáticos indios 
utilizaron diversos valores para ésta en sus 
tablas. | 


A finales del siglo VIII los astrónomos 
árabes habían recibido la herencia de las 
tradiciones de Grecia y de la India, y pre- 
firieron trabajar con la función seno. 
las últimas décadas del siglo X ya habían 
completado la función seno y las otras am- 
co funciones y habían descubierto y de=- 
mostrado varios teoremas fundamentales 
de la trigonometría tanto para triángulo 

planos como esféricos. Varios matemático 
sugirieron el uso del valor r = 1 en vez d 
r = 60, lo que produjo los valores modernos 
de las funciones trigonométricas. Los árabes 
también incorporaron el triángulo polar «y 
los triángulos esféricos. Todos estos des 
cubrimientos se aplicaron a la astronomía 
y también se utilizaron para medir el em» 
po astronómico y para encontrar la dire 
ción de la Meca, lo que era necesario pata 
las cinco oraciones diarias requeridas pe 

la ley islámica. Los científicos árabes tam 
bién compilaron tablas de gran exactitud 
Por ejemplo, las tablas del seno y de la tam 
gente, construidas con intervalos de 1.3] 
de grado (1 minuto) tenían un error mena] 
que 1 dividido por 700 millones. Adems 
el gran astrónomo Nasir al-Din al-Tus: es 
cribió el Libro de la figura transversal, 8 
primer estudio de las trigonometrías plan 
y esférica como ciencias matemáticas indz 
pendientes. 


Ear 


S 
a 


Diccionario enciclopédico Espasa Calpe,Diccionario enciclopédico Larousse y Diccionario encidopeX 


co Y gx 
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¿Cómo iniciamos? 


Resuelve los siguientes ejercicios y entrega a tu profesor. 


Resuelve la ecuación 3(z — 8) — 5(u + 2) = 312 — 5(u — 1)) 


8 — 2 
Resuelve la ecuación — =.. TA 5 


Resuelve la ecuación 1? — 5x — 24 = 0 


Dos ángulos opuestos por el vértice tienen medidas 51 — 8 y 3x + 52. Encuentra el 
valor de x 


Dos ángulos con medidas a + 6 y 2a — 3 son suplementarios. Encuentra la medida 
del ángulo menor. 
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Un cuadrado es circunscrito a un círculo. ¿Cuál es la razón entre el área del círculo 
y la del cuadrado? : 


Si la suma de las medidas de los ángulos interiores de un polígono convexo es 900% 
¿Cuántos lados tiene este polígono? 


Las longitudes de los lados de un triángulo rectángulo son de x, 1 +7 y x +8. 
Encuentra el valor de x 


En un triángulo ABC, AB = 6, AC = 10 y BC =8. Si D está en BC, y AD biseca al 
BAC, encuentra el valor de BD 


Si los lados de un triángulo miden z + 5, 2x — 1 y 4. ¿Para qué valores de x el 
triángulo es isósceles? 
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F ınciones trigonométricas de un 


Nivel de actividad consciente in 


tigonomé | x — ac > ¡onar 
nuncia la ley de | 


— solver 
— Oblicuángi 1 


Funciones trigonométricas de un 


En la unidad 1 estudiaste las siguientes razones trigonométricas para un triángulo rectángu- 


lo. Observa la figura 3.1 


Figura 3.1: Triángulo rectángulo ABC 


cos = tan = 


senCO = 


eC = 


SiS 1 
po UN 


a 
CoG == secO = 
c 


Podemos entonces colocar este triángulo en un sistema de coordenadas XY y definir las 
funciones trigonométricas de un ángulo 0. Observa la figura 3.2 
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P(x y) 


| 
| 
| 


E ran : | l | a 
ammm!” DEFINICIÓN 3.1. En el triángulo rectángulo OMP se definen las siguientes 


funciones trigonométricas del ángulo 0. 


senf = 2 (5.1) 
r 
cosl = - 
F 
tano = a 
£ 
COLO == SS 
7 y 
sec = A 
© 
csc) = E 
y 


Eso significa que si P(x,y) es un punto cualquiera en el sistema XY, podemos calcular 
todas las funciones trigonométricas asociadas a este punto. 
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Encuentra todas las funciones trigonométricas asociadas al punto P(2, 4). Observa la figu- 
ra 3.3 


P(2,4) 


i 
-a 


LS 


Figura 3.3: Ejemplo 3.1 


Como z = 2 y y = 4, por el teorema de Pitágoras se tiene que r = 20. Sustituyendo en las 
relaciones 3.1, obtenemos 


0 E 0 z 
Sent = === coso = —— 
y 20 y 20 
tanb = a cotO = A 
2 4 
y 20 yv 20 
sec f = za ësch = a 


Observa que es suficiente con calcular las primeras tres funciones trigonométricas y las 
otras tres se obtienen calculando el inverso multiplicatico de las 3 primeras. 


En el ejemplo anterior es claro que se cumplen las siguientes igualdades: 


2 1 
te=- = E 
i 4 tan 


wvie| = 
Aj o 
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20 1 dl 4/20 
sec 0 > 
cos 3 
4/20 dE J y 20 
csc o. 1 3 ri 
sen 2 


DEFINICIÓN 3.2. El sistema de coordenadas XY se divide en cuatro regiones 
que a cuadrantes. Observa la figura 3.4 


cuadrante cuadrante 
E 1 

cuadrante cuadrante 
i iV 


Figura 3.4: Sistema X — Y dividido en cuadrantes 


Para encontrar las funciones trigonométricas de un punto en el cuadrante II, IN y IV, sim- 
plemente consideramos los signos de las coordenadas del punto 


K 
i 


Encuentra el valor de todas las funciones trigonométricas asociadas al punto P(—6, v28). 
Observa la figura 3.5 
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Figura 3.5: Ejemplo 3.2 


Como z = —6 y y = v28, si usas el teorema de Pitágoras puedes verificar que r = 8 y de 
aquí se obtienen los siguientes valores: 
4/2 me a/ 
A E mp E 
8 0 
=() 8 8 
cot 0 = —— sëch = — csc 0 = —— 
y 28 =6 y 28 


Encuentra el valor de todas las funciones trigonométricas asociadas al punto P(—2, — v5). 
Observa la figura 3.6. 


Figura 3.6: Ejemplo 3.3 
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Como z = —2 y y = — v5, si usas el teorema de Pitágoras puedes verificar que r = 3 y de 
aquí se obtienen los siguientes valores: 
—v5 —2 0 
seno = Ő ao tano = 6 
= 3 
coth =- sec = —= cel = = 
-v5 -2 =v/5 


Encuentra el valor de todas las funciones trigonométricas asociadas al punto P(5, —7). 
Observa la figura 3.6. 


=5 

T f y 

-a l xX 
! 
I 
l- 
¡y ==? 
| 
I 
I 
P(5,-7) 


s% 
-ri 


Figura 3.7: Ejemplo 3.4 


Como r =5 y y = —7, si usas el teorema de Pitágoras puedes verificar que r = v74 y de 
agui se obtienen los siguientes valores: 


sen) = cos ĝ = 


= o nn a 
v74 v74 5 
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cot = Z seco = E eseo = 5 


Como vamos a usar ángulos cuyas medidas son mayores a 90%, es indispensable enunciar 
las siguientes definiciones 


DEFINICIÓN 3.3. Al rayo donde inicia y termina un ángulo se le llama lado 
inicial y terminal respectivamente. 


Si el ángulo se forma en sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, se considera positivo y 
en caso contrario negativo 


Si observas la figura 3.8 


fado terminal 


lado inicial 


A 


Figura 3.8: Ángulo AOB 


Para el ángulo 1 positivo, el lado inicial es OA y el lado final es OB 


Para el ángulo 2 negativo, el lado inicial es OA y el lado final es OB 
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Para el ángulo 3 negativo, el lado inicial es OB y el lado final es OB 


DEFINICIÓN 3.4. Los ángulos que tienen los mismos lados inicial y terminal 
se llaman coterminales 


Si observas la figuras 3.9(a), 3.9(b) y 3.9(c) se tiene: 


Figura 3.9: Ángulos coterminales 


Un ángulo coterminal de 0 = 35% es $ = —325° 
Un ángulo coterminal de 0 = —30% es 4 = 6900 


Un ángulo coterminal de a = 410% es ¢ = —3100 
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DEFINICIÓN 3.5. Un ángulo está en posición normal si su vértice coincide con 
el origen del sistema XY y su lado inicial coincide con el eje positivo de las x. 


Figura 3.10: Ángulos en posición normal 


cluir que el valor de las funciones trigonométricas asociadas a un punto, sólo dependen 
de las coordenadas cartesianas de éste. 


i 3 , ; ; ; 
Si cos 6 = 5 y 5 está en el cuarto cuadrante, encuentra todas las funciones trigonométricas 
de £. 


a 


3 
Como cos P = 5 se deduce que x =3 yr =5. 


=> 
Aplicando el teorema de Pitágoras obtenemos y = 4, como £ está en el cuarto cuadrante, 
se deduce que y = —4. Observa la figura 3.11. 


> 
H 
6) 


ES 
x< 


me mam omme mme ome m am aaa man aa een 
e 
u 
KJ 
pn 


Figura 3.11: Ejemplo 3.8 


Con los valores z = 3, y = —4 y r = 5 encontramos los siguientes valores de las funciones 
trigonométricas del ángulo 8 que se encuentran el IV cuadrante. 


¿send = — O 
5 5 
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a 


5 
Si tan a = ¿Yo está en el tercer cuadrante. Calcula el valor del ángulo a. 


Para hallar el ángulo a, utilizamos una calculadora y aplicamos tan”! (2) = 39.80 


Como a: está en el tercer cuadrante, se deduce que a ~ 39.8% no puede ser la respuesta. 
Entonces el ángulo buscado debe ser un coterminal a a = 39.80 pero que esté en el tercer 
cuadrante. Observa la figura 3.12. 


Figura 3.12: Ejemplo 3.9 


Por lo tanto el ángulo buscado es a = 219.80 


Como podrás observar, el valor de las funciones trigonométricas coinciden para ciertos 
ángulos en algunos cuadrantes, pero en ocaciones sólo serán distintas en el signo. 


Por ejemplo: 


La función sena = 2 será positiva donde y es positiva ya que r es siempre positivo y 
T: 

será negativa para y negativa. Por lo tanto sen a es positiva en el I y I cuadrante y negativa 

en el II y IV cuadrante. 


Si analizamos las otras funciones trigonométricas, se obtiene la siguiente tabla. Observa el 
cuadro 3.1 
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I 


CUADRANTES 

FUNCIONES | I | H | M| IV 

sen & | == 

COS Q H+i=|-= | |>+ 

tana Ei=|+|- 

cota 

seca l 

CSC Q ae e E e 


Cuadro 3.1: Signo de las funciones trigonométricas 


3.10. 


Usa la figura 3.13 y expresa a todas las funciones trigonométricas de 160% en términos de 
funciones trigonométricas de un ángulo agudo. 


Figura 3.13: Ejemplo 3.10 


Como 160° es un ángulo en el segundo cuadrante, al usar el cuadro 3.1 se obtiene lo sigu- 
iente: 


sen 160% = sen 20° cos 160° = — cos 20° tan 160% = — tan 20° 


cot 160% = — cot 20° sec 160% = — sec 200 csc 160° = cse 200 


Usando la información anterior y lo que aprendiste en la unidad 1, podemos obtener los 
valores exactos de las funciones trigonométricas para œ = 30°, 45°, 60°, 0° y 90° 
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3.11. 


Obtén los valores exáctos de las funciones trigonométricas para un ángulo de 30° 


Si trazamos la altura de un triángulo equilátero de lado 2, obtenemos el siguiente triángulo 
rectángulo. Ve la figura 3.14 


Figura 3.14: Triángulo 30% — 60% — 90° 


Si colocamos de manera adecuada la figura en un sistema de coordenadas, podemos 
obtener las funciones trigonométricas para œ = 30%. Esto se ilustra en la figura 3.15. 


Figura 3.15: Triángulo 30% — 60% — 90% en un sistema de coordenadas 


y3 


jik : 1 
sen 30° = 3 cos 30% = > tan 30° = r 
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Si usas la figura 3.14, pero colocada de otra manera, podrás verificar los siguientes valores 
exactos de las funciones trigonométricas de 60°. 


3 1 3 
sen 60° = v3 cos 60° = + tan 60% = v3 
2 2 1 
1 2 2 
cot 60? = — sec 60? = 2 csc 60° = — 
v3 1 v3 


Para calcular los valores exáctos de las funciones trigonométricas de 45°, trazamos una de 
las diagonal de un cuadrado de lado 1 y utilizamos uno de los triángulos que se forman, 
esto se ilustra en la figura 3.16. 


Figura 3.16: Triángulo 45% — 45% — 90% 


Copiamos esta figura en un sistema de coordenadas cartesianas y listo. Observa la figura 
3.17 


Figura 3.17: Triángulo 45° — 45° — 90° en un sistema de coordenadas 


Al observar ésta figura puedes comprobar que se obtienen los siguientes valores exactos. 


jl 1 1 

sen 45° = — cos 45% = — tan 45% = = 
y2 2 1 

2 2 

cot 45% = Ż sec 45° = = csc 45% = - 
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Para obtener los valores exáctos de las funciones trigonométricas de 0% y 90%, utilizamos 
las figuras 3.18(a) y 3.18(b). 


En la figura 3.18(a) se aprecia que para a ~ 0%, x ~ r y y = 0, eso significa que para a = 0 
se tiene que => y y =0 


Analogamente, si observas la figura 3.18(b) podrás deducir que para œ = 90% se tiene que 
z=0yy=r 


Y 

) : 

| e 
== Xx : 

| sE i 

4 

(a) (b) 
Figura 3.18: 


Aplicando los datos obtenidos se deducen los siguientes valores exáctos de las funciones 
trigonométricas de 0% 


si A <p cos00=%=1 tn". 
r r r 
cot 0% = a = no de finido a= i csc 0° = - = no de finido 
r 


Aplicando los datos obtenidos se deducen los siguientes valores exáctos de las funciones 
trigonométricas de 90% 


r 


0 -— 
sen 90% = ES 1 cos 90 = -= 0 tan 90° = — = no definido 
r r 


0 r 
cot 90° = -= 0 sec 90% = 7 = no de finido csc 90% = - = | 
r 


Finalmente escribimos los valores exáctos en una tabla. Ve el cuadro 3.2 
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ÁNGULOS 
FUNCIONES 0 eE Da o 90° 
sen Qq 0 : v2 v3 1 
2 2 2 
V3 2] 1 
COS Q 1 — | — — 0 
2 2 2 
tang 0 ds 1 v3 | indefinido 
cota indefinido | v3 | 1 a 0 
seca 1 a v2 | 2 | indefinido 
esca indefinido | 2 V2 En 1 


Cuadro 3.2: Valores exáctos de las funciones trigonométricas 


y 
4 


A a pil , 5 ; 
Mm DEFINICIÓN 3.6. Se llama ángulo reducido de un ángulo dado, al ángulo 
positivo que forma el lado terminal del ángulo dado con el eje X. Para múltiplos pares de 90° el 
reducido es 0% y para múltiplos impares 90°. 


En la figura 3.19(a) se aprecia que el ángulo reducido de los ángulos de 110% y 470% es 70° 
8 pP q S 8 y 


Figura 3.19: Ángulos reducidos 
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Si observas la figura 3.19(b), podrás notar que el ángulo reducido de —210° es 30% 
Para obtener los valores exáctos de las funciones trigonométricas de œ = 120°, 135% 150%, 1800 
se aplica la definición 3.6. 


Para terminar esta sección, obtenemos la forma de obtener una función trigonométrica 
para ángulos negativos. 


Si observas la figura 3.20 y aplicas congruencia de triángulos, podrás deducir las sigu- 
ientes igualdades: 


Y Y £ 
sen(—0) = T sen(0) cos(—0) = Ez cos(0) 
tan(—0) = a tan(0) cot(—0) o cot(0) 
al ¿ f 
sec(—0) = maT sec(0) esc(—0) == — = —csc(8) 


El uso inmediato de las funciones trigonométricas es la solución de problemas de distintas 
disciplinas y en particular analizaremos la ley de los senos y cosenos como herramienta 
fundamental de éstas aplicaciones. 


Encuentra todas las funciones trigonométricas asociadas a los puntos P(x,y) de los 
siguientes incisos. 


(a) P(2,5) (d) P(4, 5) (8) P(—6, —5) 
(b) P(—2,5) (e) P(5,1) (h) P(7,-2) 
O P(=3,-7) (© P(=8,6) (i) P(10,8) 


Usa el teorema de Pitágoras y obtén el valor de las funciones trigonométricas del 
ángulo que satisface las condiciones de cada inciso. 


(a) cos = a 9 en CIV. (£) cot0 = = en CIV. (k) send = - 

(b) sen 0 = 9 en CII. (g) sin = - (D) tanl = > 9 en CIV. 
2 2r 1 

(c) tan = = 9 en CI. (h) sec = — ben CI. (m) sen = a 
15 T 27 

(d) sec = To 6 enCH. (i) csc = E ĝen CHI. (n) secó = F 0 en CIV. 

: ; 
(e) cscô = E, 0enCIV. (j) cos = = 0 en CL. (0) cos9 = — 


| 3. | Para los siguientes ángulos, dibuja dos ángulos coterminales siguiendo las indica- 
ciones de cada inciso. 


(a) 0 = 34°, dos positivos. (£) 0 = 678°, dos positivos. 

(b) 0 = 124°, dos negativos. (g) 0 = —23°, dos negativos. 

íc) 4 = —56°, un positivo y un negativo (h) 0 = —431°, un positivo y un negativo 
íd) 2 = 190°, dos negativos. (i) 0 = 63.5°, dos positivos. 


le) 2 = 450°, un positivo y un negativo (j) 0 = —95.5, dos negativos. 
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Expresa las funciones trigonométricas dadas en los incisos siguientes en términos 


de las mismas funciones trigonométricas de un ángulo agudo positivo. 


(a) sen 130% = (d) sec 1278 = (g) tan(-645%) = 
(b) tan 367" = (e) csc 418° = (h) cos(—48.6°) = 
(c) cos 228° = (f) sen(—213°) = (i) sec(—843.5°) = 
5. | Encuentra el ángulo 9 en cada inciso del ejercicio 2 
6. | Completa la siguiente tabla de valores exactos. 
ÁNGULOS 
FUNCIONES 0° 30% | 45% | 609 90° 120" des” | 150% | 1808 
sen Q 0 : e 1 
2 2 2 
COS 0 i I a . 0 
2 2 2 
tana 0 - 1 | v3 | indefinido 
cota indefinida  y3 1 7 0 
| seca 1 a v2 | 2 |indefinido 
2 
csc a indefinida | 2 V2 a 1 


Realiza una tabla como la del ejercicio anterior considerando los ángulos 210°, 225 


240% 270%, 300°, 3159 330° y 360° 
Haz un bosquejo de la gráfica de las funciones trigonométricas. 


Realiza una tabla de valores exacto para ángulos mayores de 360° 
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La ley de de los senos establece que: 


pz "> TEOREMA 3.1. Si ABC es un triángulos oblicuo con los ángulos y lados mar- 
cados de manera convencional (ver figura 3.21), entonces 


sena senf seny 


a b C 


o también 
a b c 


seng senf seny 


Figura 3.21: Triángulo oblicuo 


Con los conocimientos y definiciones de la Unidad 1 realiza la demostración de la ley de los senos. 


De la ley de los senos se desprenden tres igualdades 
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sena seny 
ze = 
a E 


seny  senf 

A E 
Al analizar la ley de los senos y la fórmulas que se desprenden del mismos, se hace evi- 
dente que para despejar uno de los elementos del triángulo se necesitan conocer tres. Por 
lo que los tríangulos a resolver por esta ley son aquellos que cumplen con: 


de 


(A) dos lados y un ángulo opuesto a uno de ellos (LLA) 
(B) dos ángulos y cualquier lado (AAL o ALA) 


Hallar la longitud del faro inclinado si se sabe que en el triángulo ABC, el lado b = 9.9 m., 


ZASA Y/B = 53 


Figura 3.22: Faro inclinado 


a Srs 


Observando la figura 3.22, es claro que el problema se resuelve calculando el lado a de la Agurs 
Con los datos que tenemos usamos una parte de la ley de los senos. 


Mos b 
sen A sen B 


a i (9.9) (sen 42°) 
= ¡entonces a = ————— 
sen 42° sen 53° sen 53° 


Por lo tanto: la longitud le faro inclinado es de 8.29 m. 


=N 
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La ley de los cosenos permite resolver triángulos oblicuos ver figura 3.21) que 
con la ley de los senos no se resuelven. Ahora se presentan los casos siguientes: 
(A) dos lados y el ángulo entre ellos (LAL) 


(B) tres lados (LLL) 


La ley de los cosenos establece que: 


TEOREMA 3.2. Si ABC es un triángulo con la notación convencional, se tiene 


L a? = b? + @ — 2bccos a 


O e 


3. e =a*+b* —2abcos y 


3,13. 
= -e ; : , 
=—— Usando los datos de siguiente figura, encontrar la distancia entre la palmera B y la palmera 


i 
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Figura 3.23: Tres palmeras formando un triángulo 


Observando los datos de la figura, aplicamos la fórmula 1 de la ley de los cosenos. 


LAP =P +4-2becosA a =(11.0" + (10.7) 2(11:0) (10.7) cos 271 
ZB =85 -a = 12321411449 — (237.54) (0:89) 
b= llim «2377 2101-41 


c=10.7m a? = 26.29 
a =5.12m 


Por lo tanto la distancia entre la palmera B y C es 5.12 m. 


$ 


Resolver los siguientes problemas aplicando las leyes de cosenos y senos, según sea el 
caso. 


1. La longitud del lado de un octágono regular de de 12 em. Hallar los radios de los 
círculos inscritos y circunscritos. 


2. Usar la información de la figura para hallar la distancia que existe entre las personas. 


206 


Figura 3.24: Tres persona en las palmeras formando un triángulo 


. Dos personas de la misma altura están separadas una distancia de ocho metros y 


observan una moneda en el piso que se encuentra entre ellas; si los ángulos de de- 
presión de las visuales dirigidas a la moneda son de 19” y 34”, halla la altura de las 
personas. 


Dos puestos de observación están alineados con una torre. Desde el puesto mas le- 
jano el ángulo de elevación al punto mas alto de la torre es de 18” y desde el más 
cercano, situado a 20 metros del anterior, el ángulo de elevación al mismo punto de 
la torre es de 26”. Halla la distancia del puesto de observación más lejano a la torre. 


Dos barcos A y B parten de una misma estación situada en un punto R en direcciones 


que forman un ángulo de 73”. El barco A lleva una velocidad de mientras que el 
barco B lleva una velocidad de 15 km/h. ¿A qué distancia se encontrarán uno del 
otro a los 45 minutos de viaje? ; 


Usa la información de la figura y halla la distancia entre los árboles. 


Figura 3.25: Distancia entre dos árboles 
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A _— ——n ———— A ——— 


7. Errerinstante en que una persona en un bote pasaba por el río se formó el triángulo 
ABC. Calcula el valor de los ángulos A y B si se sabe que b = 1.8 km ,a = 3.5 km y 
LO = 85. 


En la primera sección de este capítulo, analizamos las funciones trigonométri- 
cas de un ángulo cualquiera. Gracias a este análisis pudimos aplicar la ley de los senos y 
cosenos, pero siempre el argumento de las funciones trigonométricas fueron ángulos. 


En esta sección analizaremos las funciones trigonométricas para un número real que no 
es lo mismo ángulo, entonces, la comprensión de esta sección depende que entiendas la 
diferencia entre ángulo y número real. 


DEFINICIÓN 3.7. Un radián es la medida de un ángulo con vértica sm E am Í 
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de un círculo y cuyos lados intersectan un arco de circunferencia de longitud igual al radio. Observa 
la figura 3.27 


Figura 3.27: 1 radián 


En términos del número r se tiene la siguiente igualdad: 


T radianes = 180% 


DEFINICIÓN 3.8. Un círculo unitario o trigonométrico es un círculo de radio 
1 con centro en el origen. Ve la figura 3.28 


Figura 3.28: Círculo unitario 


al DEFINICIÓN 3.9. Un arco es positivo cuando inicia en el punto (1, 0) y lleva el 
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sentido contrario a las manecillas del reloj, en caso contrario se llamará negativo. Observa la figura 
3.294) y 3.29(b) 


DEFINICIÓN 3.10. Se llaman arcos coterminales aquellos que tienen el mismo 
punto inicial (1, 0) y el mismo punto terminal (x, y). Ve la figura 3.30 


Figura 3.30: Arcos coterminales 


Cuando generamos una arco u desde (1, 0) a un punto P(x, y), se asocia de manera natural 


un ángulo a formado por el radio del círculo unitario y el eje positivo de las X. En la figura 
3.31 se aprecia que para dos arcos distintos u se asocian dos ángulos a; y av. 


La importancia de entender la asociación entre un arco y un ángulo es que sus unidades 
de medición son diferentes, los ángulos se miden en grados o radianes y los arcos en 
unidades de longitud como metros, centímetros, pulgadas, etc. Eso significa que estamos 
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Figura 3.31: Arco u y ángulo a se relacionan directamente 


cerca de calcular el valor de una función trigonométrica de arcos y como son longitudes, 
entonces se asocian directamente con números reales. 


£ TEOREMA 3.3. La relación que existe entre r, a y u está dada por la igualdad 


u=r:+Qq con a en radianes (3.2) 


Figura 3.32:u =P 0 


Para el caso de un círculo unitario r = 1 y la igualdad se reduce a u = a donde a está en 
radianes. 


el ángulo a en ra 
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u=a con a en radianes (3.3) 


Usando ésta relación podemos establecer la definición de las funciones trigonométricas 
para cualquier arco u 


DEFINICIÓN 3.11. Las funciones trigonométricas para un arco u están definidas 
por las relaciones siguientes: 


senu=senq cosu = cosa tanu = tano 
cotu =cot@ secu = Seca. GCU =C A 
Si usamos las igualdades 3.1 para r = 1 se obtienen lo siguiente: 
y a Y l T 1 1 
senu=%=y; cosu=>=x, tanu =^; cotu=-—; secu=-—; cscu=-—; (3.4) 
1 1 y y g y 


Como la unidad de medición de un arco es una unidad de longitud, significa que si enro- 
llamos a la recta real alrededor de nuestro círculo unitario, siempre será posible asociar 
un número con un arco y viceversa. Observa las figuras 3.33(a) y 3.33(b) 


recta real 


(a) (b) 


Figura 3.33: Recta real enrollada al círculo unitario 


L—— Esta asociación entre arcos y números reales es la que nos permitirá evaluar 
funciones trigonométricas para números reales. 


Calcula sen(4). 


Por la igualdad 3.3 , se tiene: 


sen 4 = sin a, donde a debe estar en radianes por lo tanto podemos hacer dos cosas: 
1 Convertimos 4 radianes a grados y al resultado le aplicamos la función sen a. 


2 Usamos la calculadora en modo radianes y calculamos sen 4, el resultado mostrado en 
la calculadora es el buscado. 


En ambos casos se obtiene: send = —0.75 


En el cuadro 3.3 se muestra el dominio y recorrido de las funciones trigonométricas para 
números reales 


Función Dominio | Recorrido 
sen u = y R toni 
cosu =% R —I<R<1 
: y 
tanu = ^ | R donde z #0 R 
T 
% 
cotu = — | R donde y 4 0 R 
y 1 
1 , 
secu=-— |Rdondez*0|-1>R>1 
T 
1 
cscu=-=— Rdondey*0|-1>R>1 
y 


Cuadro 3.3: Dominio y recorrido de las funciones trigonométricas definidas en R 
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Usa los valores exáctos de las funciones trigonométricas de ángulos y verifica la 
tabla siguiente de ángulos en radianes. 


ÁNGULOS 
T T T T 
F IONE pde 
UNCIONES ó z 3 3 
a 
sen u 1 
Ed 2 2 
COS! | x3 | v2 : 0 
E DA 
tanu n 1 4/3 | indefinido 
hi | 
cot u V3 1 n 0 
EDI 
secu =E V2 2 indefinido 
csc u 2 V2 2v3 1 
a 
2. | Convierte los siguientes ángulos a radianes: 
(a) 0 = 30° (d) 0 = 223.6° (g) 0 = -89° 
(b) 9 = 123° (e) 0 = 156° (h) 0 = 181° 
(c) 0 = —13° (O0 =43* G) 0 = —578° 


Convierte los siguientes ángulos a grados: 
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(a) 0 = 0.326 rad (d) 0 = 4.234 rad (g) 0 = -3.534 rad 
(b) 9 = 0.867 rad (e) 0 = —5.567 rad (h) 0 = 23.343 rad 
(c) 0 = —0.124 rad (£) 0 = 14.354 rad (i) 0 = 12.348 rad 
4. | Completa la siguiente tabla de valores exactos 
ÁNGULOS 
T T T T ÅT 3T 5T 
FUNCIONE 0 — 
E 6. 1 |-3 2 6 4 6 A 
L 42. V3 
sen Q 0 1 
2 2 2 
qa 
COS Q J 0 
2 2 2 
tana 0 a 1 v3 | indefinido 
cota indefinida | v3 1 E 0 
: | 
sec a 1 ae Vo 2 indefinido 
esca indefinida | 2 y2 ae 1 


| 1. | Realiza una tabla de los signos de las funciones trigonométricas para números 
reales. 


2. | Traza la gráfica de las funciones trigonométricas usando el programa geogebra O 


a 


3. Busca algunas aplicaciones de las funciones trigonométricas de los números reales 
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Identidades trigonométricas 


Nivel de actividad consciente intencional 


Entender 


Preguntas para la in- 
teligencia: ¿Qué es una 
identidad trigonométri- | ificar 


- 


I 


1 
| 
; 
Í 
t 


Preguntas 


Juzgar 


para 


H 
į 


Valorar! | 
la Preguntas p 


reflexión: ¿Qué es ver- | deliberación: 


una identidad qué sirven las id 


trigonométrica? 


dades trigono: 
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Frecuentemente en trigonometría se ecuentran dos expresiones de diferente as- 


pecto, sin embargo, para todos los valores admisibles del argumento se obtiene el mismo 
valor numérico. A estas dos expresiones se les denominan identidades. Para verificar lo 
anterior se te pide que realices la siguiente actividad. 


- Actividad 


lane: esta aT completando la siguiente tabla: 


Ángulo 


sen Q 


sen” a 


COS Œ 


cos? a 


Suma cuadrados 


302 


45° 


60° 


120° 


180° 


2700 


300 


Para terminar la actividad se te pide que usando Geogebra O u otro graficador, grafigues 


en la misma sesión las funciones cos? x y sen 


2 


cos? x + sen? x Analiza el resultado e intercambia opiniones con tus compañeros. 


x, en una sesión diferente grafica la expresión: 
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Comprueba que las siguientes igualdades son válidas utilizando los valores exactos de las 


funciones trigonométricas indicadas. 
/1 + cos 120 
7. cos 60” = y A 


1. sen? 45° + cos? 45° = 1 


4 


2. 1+tan* 30? = sec? 30° 

1 + sen? 25° — cos? 2250 
E 2 Ox o 8. =R) 2 297 

3. 1+ cotf 60° = csc“ 60 cos? 25° (1 + sen2250) ES 

4. 2sen 60° - cos 60” = sen 120° a sen 102 sen 102 za 

A sen ABe — cos 90e ` cot 10° +cesc10° cot10°— esc10° 
sec 31” + esc 31% cot 31" 

2 o DON a, 3 == 1% cs o 
6. cos” 45° (1 + tan* 45%) = 1 10 ea cot 3l esc3i 
$ 


Para verificar que la igualdad dada es una identidad, lo que equivale a demostrar 
la identidad, se procede a transformar un miembro de la igualdad y se reduce éste has- 
ta obtener el otro miembro. Para lograr el objetivo existen una identidades básicas que 
provienen del triángulo rectángulo y del teorema de Pitágoras. 


Funciones trigonométricas en triángulos rectángulos 


Hipotenusa 


Cateío adyacente 
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Teorema de Pitágoras: 

Si tenemos un triángulo rectángulo (uno de sus ángulos es de 90° como el que se muestra 
en la figura 3 ) entonces: 2? + y? = 22 

El valor de las identidades trigonométricas del ángulo mostrado 0 son: 


y a 
senf = ^ cos == ame 
Z z £ 
z Z T 
ceh = — sech == coth =- 
y T y 


Identidades de ángulos generales 


sen f = 
csc 0 = 
(Recuerde que si se utiliza el círculo unitario r = 1) 


Identidades trigonométricas fundamen- | Identidades pares e impares 
tales 


2 + 
cos 0 Ese ð = 1 senl 0 a 
sen 0 
tand = a cos(—0) = cosO 
a 0 e = tan 
sen 0 csc(—0) = —escÓ 
sech. = a sec(—0) = secB 
> cot 0) —coté 
coto = 
tan 


l+tan?9 = sec? 
1+cot? ð = csc? 
cch — (3.5) 
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Formulas de adición y substracción de | Suma y diferencia de funciones 
ángulos 


œa + a— p 
sena +senf = 2sen EE cos 3 
sen(a + 8) = senga cos + sen f cos a Ta a—8 
cos(a + 8) = cosacos f F sena cos 8 sena — senf = 2cos e. + 
tana + tan P a+ =p 
tanta + s cosb- = 2cos cos 
l p) 1 F tana tan 8 rT 2 2 
Funciones trigonométricas cosa: —cos 6 = -—2sen a 5 o Q > b 
sen(& + 
esca = l tana +ttanf = po 
sena cos & cos 8 
1 sen Q + 
seca = Cta sE cnt 0 = E 
COS Y sen q sen 8 
: Ea 
A cosa Producto de funciones 
1 
tana = 
cot Q 1 J 
e senaicosf = zsen(a + b)+ -= cos(a — 6) 
sen q T a 
Funciones de suma y diferencia de ángu- | senasenf = 3 cos(a + B) + A cos(a — 8) 
los 1 1 
senda E Runa rosa cosacos 6 = z osla — 6) + z “os(a + p) 
Q 1 — cosg tana + tan 8 
sen = = —— tangtanð = ——— 
2 2 cot a + cot 8 
sen(a + 8) = senacos ff + cosa sen P F i cot a + cot 8 
tana + tan 8 A tana + tan 8 
tan(a E ) = : 
1 F tana tan 8 
cos2a = costa -— sen?a 
cos2a = 2coļga-— 1 
Q 1 + cosa 
A > 
2 2 
cos(a + 8) = cosacos f F sen a sen 6 
cota cot O +1 
cotat 0) -= p 
cot 8 + cot & 
d 


Todas estas identidades nos permiten resolver otras más complicadas. A contin- 
ejemplos. 
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3.15. 


1. Demostrar la identidad 
2 2 


tan? z — sen? z = tan? z sen? z 


Vamos a reducir el segudo miembro para llegar al primero; 


o : Sen i E i 1 j 

tane t= —— Se = ae si o Luena = 
cos? x {+ Cos? £ cos? x 
2 

sen" g£ ED 2 2 i É i : 
= — sinx =| tan? x — sen? x | que representa el primer miembro de la identi- 

cos? x 
dad 


2. En algunos casos es conveniente transformar ambos miembros a una tercera expresión. De- 
mostrar la identidad 


de 1 sen? z 


tan zx 4 3 = 3 
cosóx secz — tang cos? £ 


Imtercambiamos el segundo miembro con el tercer sumando del primer miembro 


1 sen? z 1 
tang 3 z- = TIT Ahora transformamos el primer miembro 
costa -TOs T . secr=Ttana 


1 senéx  senzxcostx+1-=senéx seng cos? x + cos? x 
tan x 3 Ta 3 = 3 = 
cosda cosè g cos? x cos3 z 


cos? g(seng +1) |senx+1 
cos? g cosx 


ahora transfromamos el segundo miembro 


1 1 Cos í cos 2(1 + senz) 


sec g — tan zx 1 sena  l-senw (1 —senz)(l +senz) 


COS £ COS T 


_cosa(l +senz) _ con lo que queda demostrada la identidad. 
cos Xx 


cos? z 
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Demuestra las siguientes identidades trigonométricas. 


1. sen?a (1 + cot? a) = 1 
2. cos? 8 (1 + tan? 8) = 1 
3. sec? A (1 — sen? A) = 1 
4. sen? A — sen? Acos? A = sent A 


5, cos 0 tan 0 + sen 0 >n 
: tan 0 


2cosw (1 — cos? w) 
6. = sen w 
2 sen w Cos w 


csc 8 + cot 8 
7. ———— = t 
senf + tan 8 eo 
2 
8. 1 — (cos 0 — sen6) O 
cos 0 
2 
o 1 — (sen 8 — cos 6) a 
sen O 
COS a 


10. 2 = seca — tano 
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Recuerda que en tu curso de álbegra resolviste ecuaciones algebraicas de la forma 


a ek 
r’ +3r—1=00%-— 
. . 2 T F 1 . . . . 
satisface la ecuación correspondiente. Ahora nos toca resolver ecuaciones trigonométricas 


donde la incógnita no es un número real o complejo sino un ángulo, por ejemplo x = 0 o 
x = 35°. Para empezar tenemos la siguiente definición. 


= 1, donde resolverlas significa encontrar el valor de z que 


j 
P TL A 3 ; a 
-o DEFINICIÓN 3.12. Una ecuación se le denomian trigonométrica si ella con- 


tiene la incógnita x (u otra variable, por ejemplo 0) sólo bajo el argumento de las funciones 
trigonométricas. En las ecuaciones trigonométricas la incógnita es el ángulo común de las fun- 
ciones trigonométricas. 


Por ejemplo: 
1. senéxr+costx—1=0 
2. tanz +cot2x=0 
3. cos3x + sen 2z = 0 
4. tang —2r+1=0 
5. csc2gz + ng = 2 


La ecuaciones 4 y 5, no son trigonométricas, puesto que la incógnita x, no está solamente 
como argumento de funciones trigonométricas. 


¿Qué significa resolver una ecuación trigonométrica? 


e 
mil 


DEFINICIÓN 3.13. Resolver una ecuación trigonométrica significa hallar to- 
dos los valores de la incógnita (ángulo) que satisfacen dicha ecuación, es decir, que reducen la 
ecaución a un a identidad después de sustituir la incógnita. 


No existe un método general para resolver ecuaciones trigonométricas; pero realizando las 
transformaciones adecuadas o usando las identidades trigonométricas, podemos escribir 
la ecuación original de tal forma que todas las funciones que aparecen en la ecuación 
dependan de una sola función (es recomendable pasarlas todas a senos o cosenos). Una 
vez que tenemos la ecuación en términos de una sola función trigonométrica, aplicamos 
los métodos usuales en la solución de ecuaciones algebraicas para despejar la función; lo 
que permite despejar el ángulo, que es la incógnita de la ecuación. 


Así, por ejemplo, la ecauación 
sen g — cos x = 0 


> 7 T z : > 
tiene la raíz x = z Pero también un conjunto enorme de de raíces; las cuales las podemos 


T P H a 
expresar de la forma x = 2 + rk, donde k es un número entero, positivo o negativo, es 
decir k = Q El E2 E3 


La funciones trigonométricas al ser periódicas, su comportamiento se repite cada deter- 
minado ciclo, por lo que la solución de las ecuaciones trigonométricas se repita (casi en 
todas) en cada uno de los periodos. Para recordar la forma de cada función de las princi- 
pales funciones trigomométricas, en la figura 3.34 se muestran las gráficas de éstas. 


Figura 3.34: seno, coseno y tangente 


e puede observar que las funciones se repiten ciclicamente; esto es cada 


pezar la función. Se deja al lector recordar las propiedades de esta tres 
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¿Qué significa resolver ecuaciones trigonométricas gráficamente ? Como ya 
sabemos resolver ecuaciones algebraicas, recordemos que las raíces de una función son 
los puntos en z (eje horizontal), donde la gráfica corta o toca al eje. Aquí se dice que la 
función tiene ráíces reales, simples o múltiples. 


Si escribimos f(x) = sen z, nos referimos a la función seno, pero si escribimos sen x = 0, es 
la ecuación; donde lo que importa es concer los valores de x, que satisfacen la identidad. 
Así, si escribimos 2 cos +3 = 2, significa encontar los valores de z tales siendo argumento 
de las funciones indicadas en el primer miembro, al ser evaluadads éstas su resultado sea 
igual a dos. Otro ejemplo; si tenemos cos xz = sen z, aquí necesitamos encontrar los valores 
de z tales que el seno y el coseno sean iguales. Gráficamente significa encontar el punto 
en el plano donde se crucen las dos fuciones, aunque si escribimos cosx — sens = 0, 
el resiultado es el mismo, pero gráficamente es el punto done la diferencia de funciones 
corta o toca al eje horizontal. 


Coseno 


Figura 3.35: cos x = sen z 


En la figura 3.2, observamos que los puntos A, B y C son los cruces de las funciones, por 
lo tanto su coordenada en z de los mismos, son la solución de la ecuación. En la figura 3.3, 
muestra la gráfica de la función f(x) = cos x—sen x, y resolver la ecuación cos x —sen x = 0, 
es ecnotarar los puntos E, F y G, que son donde f(x) corta al eje horizontal, 


cosx-sinx=0 


Figura 3.36: cos z — sen g = 0 


Resolvamos algunos ejemplos de ecuaciones elementales que se usarán en otras más com- 
plicadas. 


. |senx=0 


De la gráfica de la función f(x) = sen z, sabemos que si x está en grados: 


sen0 = 0, sen180% = 0, sen 360° = 0, sen 540° = 0, etc. así como sen(—180°) = 0, 
sen(—360°) = 0, sen(—540°) = 0. 


Todos éstos ángulos son solución de la ecuación, por lo que podemos escribir x = 180°k, o en 


radianes x = rk, en ambos casos donde k = 0, +1, +2, +3, .. 


. |sen xcosx =0 


Multilpicamos por 2 ambos miembros de la ecuación; 2sen x cos x= = 0 o bien sen 2x = 0, 
aquí usamos una identidad. Sea 0 = 2x, entonces sen9 = 0 , sabemos que la solución es 


k 
0 = Tk, por lo que 2x = tk, y x = donde k = 0, ll ls 


tanx=0 


sen £ ; 
Puesto que tanz = —, podemos considerar cuando sen x =, puesto que para cosx = 0 


no tiene sentido la función tangente. De lo que podemos deducir que la solución es la misma 
que para el seno; x = rk, donde k = 0, +1, +2, +3,... 


. [cosx = 0 
3T 


Sabemos que cos 90° = 0, entonces cos > /Y COS (7 + 5) E 0. Los múltiplos de 


estos ángulos son solución, por lo que x = > park, donde le =0; £1, 29,43, 


2 


- — S sen’ x 3 
Con la identidad de la tangente y elevando al cuadrado, se tiene — 1 = 0; común 
cos? £ 
sen? r — cos? £ cos 2x 
denominador ———— = 0, ahora una identidad = 0. La fracción no tiene 


tos“ r COSI E 
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sentido para cos x = 0, por lo que nos interesa cos 2x = 0, y por el ejemplo anterior tenemos, 
2y = E + Tk, y despejando x, x = i + E, donde k =0,+1,+2,+3,... 


i 


psc c 

Por la identidad de la cotangente cota = n 
Sen T 

está definida. Por lo que cosx = 0 es la que necesitamos, por lo que la solución para cotan- 


gente es la misma que el coseno,entonces x = 3 + rk, donde k = 0, +1, +2, +3, ... 


, para seng = 0 la función función no 


senx = 1 


Como sabemos sen 90° = 1, por su periodocidad sen(90° + 360°) = 1, y así para todos los 
múltiplos de 90°; x = 90° + 360°k, y en radianes x = - + 2rk, para k = 0, +1, +2, +3,... 


1 
E 


La resolvemos multiplicando por dos ambos miembros, 2 sen 3z cos 3z = 16 bien sen 6x = 1, 
de donde 6x = 1 por lo que 6 e a + — 
TE = x= 
onde 6x p que 6x Tk, yY 8 S 


Puesto que cos0° = 1, y cos 360% = 1, así como sus múltiplos, entonces x = 360% y en 
radianes x = 2rk, para k = 0, +1, A 


. |cosx = -1 


Por medio del ejemplo anterior; cos(+ pi) = —1, entonces x = r + 27k, donde k = 0, +1, +2 


Utilizando la solución del ejemplo anterior, podemos escribir yr + E = T(2k + 1), por lo 
27 


que x = a pe (2k + 1), para k =0,+1,+2,+3,... 


Ca) 
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Recuerda que para realizar las demostraciones siguientes tienes que hacer uso de la iden- 
tidades elementales. 


NO 


. Si ABCD es un cuadrado y C está unido con E, que es el punto medio de AD, calcule 


todas las relaciones trigonométricas del ángulo ECD. 


2 
. Si seca = - y a es un ángulo agudo, calcule el valor de las demás relaciones 


trigonométricas de o. 


> pg E 
. Si tana = ———>5, exprese cos & y csc a; en términos de py q 
TA 


p? 


asen & — b cos & 


Si btan a = a, calcule el valor de 
asena +bcosa 


sen Y — COS 


; o 
Si tan 6 = =————— demuestre que y2 sen 3 = sen a — cos q 
sen (Y + COS a 


El seno de un ángulo es a su coseno como 8 es a 15. Calcule el seno y el coseno de 
dicho ángulo 


c= 0 


b-c 


Si a cos? a + b sen? a = c, demuestre que tan? a = 


. Exprese todas las relaciones trigonométricas en términos de cos a 


z sen sen g sena z 
Si tan œ = a i y tan f = a S demuestre que == 
1 — z cos P 1 — y cos & sen y 
Calcule el valor numérico de (sen 60° + cos 30°)? + (sen 60° — cos 30°)” 
cot ga sen? (90° — a 
- Demuestre que 1 l ) = tan(90° — a) — cosa 


cot ga + COS & 
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12. Demuestre las siguientes identidades: 


a) tano + cot ga = sec a esca 


b) (tan a esc a)? — (sen a seca)? = 1 


il ji 
c) | = 2 sec? q 
l-senqa 1+sena 
1 1 


d = 

) 1 + sen? o x 1 + csc? a 

e) (sena + csca)? + (cosa + seca)? = tan? a + cot ga +7 
f) sent y(3 — 2 sen? y) + cost y(3 — 2 cos? y) = 1 

g) csc? å — cot gód = 1 + 3 csc? ô cot g% 


E 2(sen?* 8 + cost 5) 
sen? 8 cos? 8 


1) (sen a cos 8 + cos a sen 8)? + (cos a cos 8 — sen a sen 8}? = 1 


h) (tan 8 + cot g8) + (tan 8 — cot g8) 


j) sec? aœ csc? 8 + tan? acot g°8 — sec? acot g?8 — tan? a csc? 8 = 1 


K 
E 


1. Resolver cos (cos x + 5) = 2 + sen? z 


distibuyendo el producto: cos? x + 5cos x = 2 + sen? x 


sustituyendo la indetidad: cos? æ + 5cos x = 2 + 1 — cos? x 


la ecuación se convierte en una cuadrática: 2cos? x + 5cosz — 3 = 0 


—5 + V25 + 24 


despejando la función trigonométrica: cosx = 


la primera raíz es:  cosx = 


N| = 


w| a 


il . 
donde x = arc cos 7 por lo tanto x = 60°, en radianes x = 


4 
CEA 


2. Resolver la ecuación trigonométrica: 8sen x = 2 + 
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8senx = 2+4senz 
4senz = 2 
1 
sen = = 
2 
== arcs- 
2 
(9) s T 
xz = 30% en radianes r = 6 


3. Resolver la ecuación trigonométrica: 4sen? z tan x — 4sen?x—3tanx+3=0 
Agrupamos términos : 4sen* z(tan x — 1) — 3(tan x + 1) = 0 


factorizamos: (tan x — 1)(4sen? x — 3) = 0, donde tan x — 1 = 0 y 4sen? z — 3 = 0, por lo 


; T 3 
tanto tanx = 1 por lo que x = 45°, en radianes x = 7 el otro factor sen z = t- y Sus 
multiplos cada 27. 


4. Resolver la ecuación trigonométrica csc x + cot x = v3 


- cos £ 
Haciendo uso de las identidades 


= ,/3, sumando las fracciones, se tiene 
sen x sen T 


l+c0sx : 1 + cos 2)? 
——— = y3, elevando al cuadrado ambos miembros a 
sen £ sen? r 


1 4+2c0sx + cos? z = 3 sen? x sus tituyendo sen? x por su identidad 


=3,y desarrollando 


1+2 cos x+cos? x = 3(1— cos? x) = 3—3 cos? x, igualando a cero 4 cos? 1+2 cosx —2 = 0, 
factorizando 2(2 cos? £ + cos z — 1) = 0 que es una cuadrática y factorizando 


2(2 cos x — 1)(cos x + 1) = 0. Por lo que tenemos dos raíces: 2 cos x — 1 = 0 y.cosz + 1 = 0 


k ; =o 
La primera cos x = y lo que implica xı = 60° o xı = z y la otra xa = —1, lo que implica 
que x = 180° o z = 7 


er las siguientes ecuaciones trigonométricas. 
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1. 3sen z = 2 cos? z 
> 1 
2. sen z + cos g =-— 
4 
3. sen 2r = (cos s — sen g)? 
4. sent z — cost z = z 


. sen 2x = cos 2r 


. sen 2x cos cos x + cos 2x sen x = 0 


5 
6. sen(x + 30°) + cos(x — 30°) = 0 
X 
E 
! 


Desde la cúspide de un faro de 80 m. de altura, se observan hacia el oeste dos botes según 
ángulos de depresión de 60° y 30°. Calcule la distancia D que separa a los botes. La figura 3.37 
muestra la situación descrita en el problema, y se muestran los conceptos ángulo de depresión y 
línea de mira. 


Angulo de depresión 


N Línea de hi 


Bote 1 Bote 2 


Figura 3.37: Diagrama faro-botes 


Por medio de ángulos altenos-internos podemos dibujar éstos sobre el nivel del mar (donde están 
los botes). : 
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Por lo tanto el Bote 1 forma con la cúspide del faro un ángulo a. = 60°, y el Bote 2 lo hace con un 
ángulo 8 = 30°. 


Llamemos zx a la ditancia del Botes 1 al pié del faro, por lo tanto tan 60° = e 1.732, por lo 
g 


80 
10% = === =406.1 
tanto x L723 88 m. 


Hacemos lo mismo con el Bote 2, y la distancia de éste al pié del faro será y, entonces tan 30 = 


80 
— = 0.577, en consecuencia y = = 138.55. La distancia pedida en el problema D = y — x 


Y 0.577 
restando las dos distancias: D = 138.55 — 46.188 = 92.376 m. 


1. Un asta de bandera está enclavada en lo alto de un edificio. Desde un punto situado 
en el suelo, a 12 m. Del edificio, se observa el techo del edificio según un ángulo de 
elevación de 30” y la punta del asta según un ángulo de elevación de 60”. Calcule la 
altura del edificio y la longitud del asta. 


2. Desde un punto A situado en el suelo se observa hacia el norte el campanario de una 
iglesia según un ángulo de elevación de 30” y desde un punto B, situado en el suelo 
se observa el campanario hacia el oeste según un ángulo de elevación de 60°. 


Si AB = 100 m., calcule la altura del campanario. 
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¿Cómo terminamos? 


Resuelve los siguientes ejercicios y entrega a tu profesor. 


Encuentra todas las funciones trigonométricas asociadas al punto P(2, 3) 


Si sena = —L, encuentra tan a. 


ES Convierte zo a radianes. 


Encuentra el ángulo reducido de 12340 


Calcula el valor de sen(y3). 


En la figura calcula: a) Los ángulos que forman las cuerdas con el techo. b) La 
distancia que existe entre los puntos A y B. 
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Figura 3.38: Cuerdas cargando un peso 


a Un asta de bandera está situada en la parte más alta de una montaña. Desde un 
punto de observación situado a nivel de la montaña, un topógrafo midió los ángulos 
de elevación más alto y más bajo del asta que son 45” y 36” respectivamente. Hallar 
la altura de la montaña. 


Desde dos torres de vigilancia, A y B, mismas que están separadas por una distancia 
de 10 millas, se localiza un incendio en el punto F. Si la estación B informa que el 
fuego está a un ángulo igual a 4ABF = 52° y la estación A informa que el ángulo es 
ZBAF = 25°. ¿Qué tan lejos está el fuego de la estación A? ¿Y de la estación B? 


Sobre un cuerpo actúan dos fuerzas de 17.5 y 22.5 N. Si las direcciones de las fuerzas 


forman un ángulo de 50” entre sí, encontrar la magnitud de su resultante y el ángulo 
que forma con la fuerza más grande. 


Tres circunferencias de radio 121, 213 y 143 unidades son tangentes entre si ex- 
teriormente. Hallar los ángulos internos del triángulo formado al unir los centros de 
las circunferencias. 
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